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OBSERVACIONES AL ALUMNO 

Al comienzo de cada texto encontrará lo siguiente. 

1. UNA PRESENTACION DE NUESTROS OBJETIVOS en la unidad, la cual puede usar para comprobar si ha completado el 
curso satisfactoriamente. 

2. UN DIAGRAMA ESTRUCTURAL que le muestra cómo están relacionadas las diferentes secciones de la unidad. El diagrama 
consta de: 
a) cuadros rojos que muestran la secuencia principal. 
b) cuadros negros punteados (a la izquierda del rojo) que le muestran lo que esperamos ya sepa antes de fijarse un estudio 

detallado. 

e) cuadros negros la la derecha del rojo) que le ayudan a escoger temas que puede posponer u omitir si tiene poco tiempo. 

3. UN GLOSARIO de las definiciones, notaciones, etc., usadas en la unidad como referencia inmediata. 

4. UNA BIBLIOGRAFIA de los libros que puede consultar cuando haya acabado el trabajo de la unidad. 

5. CONCLUSIONES Y RESUMEN del trabajo realizado al final de cada texto. 


NUMERACION E INDICADORES 

Dentro de cualquier sección nos referimos a los temas por medio de un número. Al referirnos al mismo tema en otra sección, citamos 
cuatro números: número de la unidad, número del capítulo o parte, número de sección y número del tema. Por ejemplo, “Ecuación 3” 
si aparece en la misma sección, y “Ecuación.4.3.1.3”, si está en otra sección. Los tres primeros números se citan en la parte superior 
de la página. Creemos que este es un sistema claro y fácil para consultar cualquier tema. Los indicadores serán una guía valiosa 
y le ahorrarán tiempo. 

En la margen derecha del texto hemos tratado de indicar la clase del material. Los términos usados son tan claros que no necesitan 
explicación. Por ejemplo, “Discusión” significa que una vez que haya entendido el tema, no necesita de nuevo recurrir a esta parte 
del texto. Estos INDICADORES tienen por objeto ayudarlo a localizar rápidamente las partes importantes cuando esté repasando 
o tenga que omitir parte del texto por falta de tiempo. 

También hemos tratado de indicar la importancia de los temas por el sistema de estrellas. 

x*** Esto es muy importante. Usted debe entenderlo claramente. En algunos casos lo usará con tanta frecuencia, que se familiari- 
zará con ello sin necesidad de memorizarlo deliberadamente. El punto principal de este curso es no aprenderse los datos de me- 
moria; nosotros creemos que es más importante que entienda el trabajo y sea capaz de aplicarlo en la solución de los problemas. 
x** Este es de menor importancia, pero tiene material al cual nos referiremos más adelante. 

* Esto generalmente no lo guía a trabajos adicionales en este'curso y lo puede omitir si tiene poco tiempo. 

Ml Indica el final de cada ejemplo, ejercicio o solución. 


Objetivos 
Después de haber trabajado esta unidad, usted debe poder: 


(i) localizar los máximos y mínimos locales de una función 
de una variable; 

(ii) determinar los valores máximo y mínimo de las imágenes 
de una función de una variable; 

(iii) determinar el comportamiento de una función de una va- 
riable cerca de los ceros de su función derivada; 

(iv) trazar la gráfica de una función (sencilla) dada; 

(v) expresar las ecuaciones de superficies sencillas mediante 
coordenadas cartesianas en tres dimensiones; 

(vi) representar una función de dos variables como una super- 
ficie tridimensional; 

(vii) definir las derivadas parciales de una función de dos va- 
riables y evaluar estas derivadas en los casos sencillos; 

(viii) determinar la ecuación del plano tangente a una super- 
ficie dada en un punto dado; 

(ix) determinar los máximos y mínimos locales de una fun- 
ción de dos variables; 

(x) distinguir entre máximos locales y mínimos locales de una 
función de dos variables, x y y, mediante la determina- 
ción del comportamiento de las curvas de intersección 
formadas por la superficie y los planos que pasan por el 
punto P, donde el plano tangente a la superficie en P es 
paralelo al plano xy. 
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Glosario 


CURVA DE NIVEL 


DERIVADA 
PARCIAL 


FUNCION DE n 
VARIABLES 
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FUNCION 
DERIVADA 
PARCIAL 


MAXIMO (MINIMO) 
ABSOLUTO 


MAXIMO (MINIMO) 
LOCAL DE UNA 
FUNCION DE DOS 
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Una curva de nivel es una curva que, sobre 
una superficie, señala un nivel determinado; 
por ejemplo, un subconjunto de puntos de la 
superficie cuya ecuación es 2 = Fx, y), y 
que tienen por coordenadas (x, y, k), donde 
k es constante. 


Si F es una función de dos variables, x y y, 
entonces la derivada parcial de F con res- 
pecto a la primera variable (esto es, x) en 
(x, y) es 
y) ls FE TAA= AR 
h=>0 h 


si este límite existe. 


La derivada parcial de F con respecto a la 
segunda variable (esto es, y) en (x, y) es 


F 9 k 2 F , 
yl (x, y + k) (x y) 
k->0 k 


si este límite existe. 


Una función de n variables (reales) es una 
función cuyo dominio es un subconjunto de 


RXRxXx>»."xR, 
o pr) 
n veces 


y cuyo codominio es R. 


Si F es una función de dos variables, x y y, 
entonces la función derivada parcial de F 
con respecto a la primera variable (esto es, 
x) es la función: 


F; Os Mi Fi (x, y) 


y la función derivada parcial de F con res- 
pecto a la segunda variable (esto es, y) es la 
función: 


F) (x, yY> Fx, y). 


El máximo (mínimo) absoluto de una fun- 
ción (real) es el mayor (menor) valor del con- 
junto de las imágenes de todos los elementos 
del dominio de la función. 


Si F es una función de dos variables, de do- 
minio A, y existe un número positivo e tal 
que Fíx, y) < Fla, b) (F(x, y) > Fla, b)), 
donde (a, b) E A, para todo 


(x, y) AN [(x, y) (x — a? + (y — by <e?), 


entonces F tiene un máximo (mínimo) local 
en (a, b). 


MB 15.0 


Página 


47 


36 


56 


11 


MAXIMO (MINIMO) 
LOCAL DE UNA 
FUNCION DE UNA 
VARIABLE 


PLANO TANGENTE 


PUNTO DE SILLA 


PUNTO 
ESTACIONARIO DE 
UNA FUNCION DE 
DOS VARIABLES 


PUNTO 
ESTACIONARIO DE 
UNA FUNCION DE 
UNA VARIABLE 


SUPERFICIE 


Si f es una función de una variable, de do- 
minio A, y existe un número positivo e tal 
que fíx) < flc) (f(x) > f(c)), donde c E A, 
para todo x EAN] [c — e,c + e], entonces 
f tiene un máximo local (o un mínimo) en c. 


El plano tangente a una superficie en un 
punto P (de la superficie) es el plano tal que 
todas las rectas del plano que pasan por P 
son tangentes a la superficie en P. 


Un punto de silla es un punto estacionario 
de una función de dos variables que no es ni 
un máximo local ni un mínimo local. 


Un punto estacionario de una función F de 
dos variables, de dominio A, es un punto 
(a, b) EA tal que F',(a, b) = F',(a, b) =0. 


Un punto estacionario de una función f de 
una variable, de dominio A, es un punto 
c EA tal que 


Fe) ="0: 
Una superficie es la figura geométrica que 
consiste en los puntos de coordenadas x, y, 


z tales que verifican una ecuación cualquie- 
ra de la forma 


z = Álx, y) 


EE y, 2))=101 


También es posible que las variables x, y, 2 
estén dadas por tres ecuaciones paramétri- 
cas de la forma 


x =:G(r..0). y = Hr. 0), 
z='K(r..00) 


donde G, H y K son funciones de dos varia- 
bles, r y a (llamadas parámetros). 
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Notación 


Los símbolos se presentan en el mismo orden en que aparecen 
en el texto. 


$ La función derivada de la función f. 

R* El conjunto de los números reales positivos. 

In La función logaritmo natural. 

q La función derivada de la función f', esto es, la fun- 
ción segunda derivada de f. 

e e = exp(1) = 2,71828 ... 


Una función de dos variables (reales) se denota gene- 
ralmente por una letra mayúscula. 


F(x, y) La imagen de (x, y) bajo la función PF. 


R? El conjunto producto cartesiano R X R. 
R" El conjunto producto cartesiano de 
RRA RX cs OR 
Eon pa) 


n términos 


(x, y, 2) La terna ordenada que tiene a x como primer elemen- 
to, a y como segundo elemento y a z como tercer ele- 
mento. 


F; La función derivada parcial de la función 
(x, y) Fx, y) ((%, y)€ R?) 
con respecto a la primera variable, x. 


F'(a, b) La derivada parcial de F (dada anteriormente) con 
respecto a la primera variable, x, en (a, b). 


F) La función derivada parcial de la función 
(o y) Fo, y) (5 y)eR?) 
con respecto a la segunda variable, y. 
(a, b) La derivada parcial de F(dada anteriormente) con 
respecto a la segunda variable, y, en (a, b). 
OF 
Ox 
S(a,b,e) El conjunto: 


Otra notación para F", (x, y) 


(Gs, y :(x — ay? + (y — by < e?). 


Bibliografía 


Para una introducción clara a la geometría tridimensional y su 
lugar en la estructura de las matemáticas, véase 


W. W. Sawyer, A Path to Modern Mathematics, (Penguin Books, 
1966). 


Para un tratado más detallado de funciones de una y dos varia- 
bles, similar al nuestro, véase 


T. M. Apostol, Calculus Vol I, (Blaisdell, 1967). 


Como aplicación a los problemas físicos de las técnicas estudia- 
das en esta unidad, y estudios de técnicas más avanzadas, véase 


Ben Nable, Applications of Undergraduate Mathematics in En- 
gineering, (Collier - Memillan, 1967). 
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15.0 INTRODUCCION 


Muchos problemas, tanto de la matemática pura como de la 
aplicada, están relacionados con ciertas propiedades de máxi- 
mos y mínimos. Por ejemplo, ¿cuál debe ser el ángulo de tiro 
para que un proyectil tenga un máximo alcance? ¿Cuál es la 
mayor área que se puede determinar con una cerca de una lon- 
gitud dada? ¿Cuál es el camino más corto entre dos puntos de 
una superficie dada? Los problemas de esta clase se suelen lla- 
mar problemas de optimización y algunos de ellos se pueden 
abordar sistemáticamente por medio del cálculo. 


En esta unidad nos dedicaremos especialmente al problema de 
determinar los valores máximos y mínimos logrados por las imá- 
genes de una función dada, y a encontrar cuáles son los valo- 
res del dominio a los cuales corresponden esas imágenes. Tales 
problemas ocurren con frecuencia en situaciones prácticas pe- 
ro, como deberíamos esperar, las funciones a que dan lugar son 
difíciles. Por esta razón, las situaciones “prácticas” que discu- 
tiremos aquí, han sido simplificadas y, como en nuestro pri- 
mer ejemplo, habrá veces en las cuales no buscamos realismo 
alguno. Sin embargo, los métodos que desarrollaremos aquí se 
utilizan frecuentemente para discutir sistemas no triviales y es, 
precisamente, la gran variedad de aplicaciones la que hace tan 
útiles estos métodos. 


En la Unidad 6, Desigualdades, ya hemos visto algunos métodos 
para resolver problemas de esta clase, pero la discusión de aque- 
llos casos se refería principalmente a funciones lineales: ahora 
las funciones son más generales. 


Esencialmente, el objetivo de esta unidad es presentarle algu- 
nas técnicas e ideas que se pueden desarrollar en métodos rigu- 
rosos para el estudio de la optimización, y señalar aquellas 
áreas que requerirán un estudio más profundo en los años fu- 
turos. 


Discutiremos primero las funciones de una variable real. En- 
tendemos por funciones reales las que tienen por dominio y por 
codominio el conjunto R o un subconjunto de R. 


La segunda parte del texto se dedica a un estudio semejante 
de las funciones reales de dos variables (funciones que aplican 
R X R, o subconjuntos de éste, a R). Antes de iniciar ese estu- 
dio, discutimos brevemente la geometría de coordenadas tridi- 
mensionales que necesitamos conocer y que, en todo caso, es 
de interés por derecho propio. 


Probablemente encontrará las mayores dificultades en las Sec- 
ciones 15.2 y 15.3, porque estas secciones consideran situacio- 
nes tridimensionales. 


15.1 OPTIMIZACION DE FUNCIONES DE 
UNA VARIABLE 


15.1.1 Un cuento con moraleja 


En cierta ocasión un ministro de Finanzas, de mente práctica 
y matemática, tuvo lo que creyó ser una maravillosa idea para 
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15.1.1 


Discusión 
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una nueva clase de impuesto. Impondría un impuesto a lo que 
ganara cualquier persona por trabajos realizados en horas ex- 
tras. La idea parecía brillante desde todos los puntos de vista. 
Por el propio bien del trabajador, esta medida lo desanimaría 
del deseo de largas horas de trabajo extraordinario y, por otra 
parte, se recaudaría una buena suma para el tesoro público. Así, 
sus principios humanitarios y las obligaciones de su oficio se 
satisfarían conjuntamente. 


Lo que pretendía imponer era esto. Por la primera hora que so- 
brepasara a las cuarenta horas semanales, el trabajador tendría 
que pagar un impuesto de 5 centavos; por la segunda hora, 10 
centavos, y así sucesivamente. ¿Podría haber algo más sencillo? 


Un hombre llamado Federico ganaba 50 centavos por hora en 
una fábrica y, de pronto, se encontró ante un problema. ¿Cuán- 
tas horas semanales debía trabajar para ganar la mayor canti- 
dad de dinero posible? 


Por 40 horas semanales ganaría 20 pesos; 
por 41 horas semanales ganaría 20,45 pesos; 
por 42 horas semanales ganaría 20,85 pesos; 


y así sucesivamente. 


Después de calcular el pago 
total de todos los posibles 
números de horas trabajadas 


Horas trabajadas Pago total (pesos) 


desde 40 hasta 55, podrá ver ps e 
que resulta una pérdida de : 
tiempo trabajar más de 49 pa e 
horas semanales. = Sit 
44 21,50 
45 21.75 
46 21,95 
47 22,10 
48 22,20 
49 22,25 
S0 22,25 
51 22,20 
52 22,10 
53 21,95 
54 21,75 
55 21,50 


Su esposa miró por encima del hombro de él (como suelen hacer 
las esposas) y observó cuántas horas había trabajado su esposo. 
Inmediatamente le dijo que había hecho el papel del tonto. Ob- 
viamente él no debería trabajar más de 49 horas porque la razón 
a la cual gana dinero extra va disminuyendo a razón de 5 centa- 
vos por hora, a partir de las 40 horas hasta las 50, en que las ga- 
nancias extras se reducen a cero. A partir de ese momento su 
razón de ganancia se hace negativa y, sencillamente, está en- 
tregando parte de su salario básico. 


Durante algún tiempo todo marchó perfectamente para Federi- 
co que se dedicó a trabajar sus 49 horas semanales; pero llegó el 
momento en que el ministro de Finanzas creyó oportuno añadir 
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Pago total 


50 centavos por hora 
45 centavos por hora 
40 centavos por hora 
35 centavos por hora 
30 centavos por hora 
25 centavos por hora 
20 centavos por hora 
15 centavos por hora 
10 centavos por hora 
5 centavos por hora 

O centavos por hora 
-5 centavos por hora 
-10 centavos por hora 
-15 centavos por hora 
-20 centavos por hora 
-25 centavos por hora 


Horas trabajadas 


40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 


nuevos refinamientos para facilitar el trabajo a los recaudado- 
res de impuestos y para volver a poner su nombre a la vista del 
gran público electoral. 


¿Qué hacer si alguien trabajara durante una fracción de hora? 
El ministro había estado estudiando nuestro curso básico y es- 
taba ansioso por tener la oportunidad de poner en práctica sus 
conocimientos sobre diferencias finitas. Fue cosa fácil para él 
formular la regla para calcular “El impuesto sobre horas extras”: 


“El impuesto deducido será de 3 (x — 40)(x — 39) centavos, 
donde x es el número total de horas (fracción de hora) trabaja- 
das en una semana”. 


El ministro no tuvo dificultad en verificar que la fórmula le da- 
ba los mismos resultados que antes, cuando x era cualquier nú- 
mero entero mayor que 40. 


Federico enfrentó entonces el problema de encontrar el valor 
de x que le proporcionaba un pago total máximo. El estaba casi 
seguro de que ese número estaba entre 49 y 50, pero determinar- 
lo exactamente estaba fuera de sus posibilidades. Todo lo que 
él podía decir era que su pago debía ser de 


SO0x — Hx — 40)(x — 39) centavos semanales. 


Felizmente, Federico no tuvo necesidad de resolver el problema 
porque, al día siguiente, el ministro cogió un fuerte resfriado 
que le impidió trabajar durante toda una semana. Cuando se 
reintegró al trabajo, el ministro encontró una cuenta por la su- 
ma de 39 pesos que él le debía al tesoro público. Inmediatamen- 
te abolió la ley. 


Esta narración nos señala algunos de los puntos más importan- 
tes de la primera sección de este texto, en la cual queremos op- 
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Pago total 


Gráfica de 
xH>50x - 3(x-40)(x-39) 


x 
40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 


timizar funciones de una variable. Antes de la introducción de 
la enmienda, parecía una técnica sensata proceder al cálculo 
del pago total correspondiente a cada uno de los posibles núme- 
ros de horas trabajadas y, después, escoger el mayor valor. Fede- 
rico preparó una lista que comprendía desde 40 horas hasta 55 
horas. Pero, ¿por qué se detuvo aquí? El sí estaba seguro de que 
el pago total no sería superior a 22,25 después de trabajar, diga- 
mos 73 horas, pero, ¿qué hubiera hecho si la ley del impuesto 
hubiera sido más complicada? El método de observar las imáge- 
nes de todos los elementos del dominio de la función (en este 
caso la función es la que aplica las horas trabajadas al pago to- 
tal) será útil cuando el dominio de la función es finito. Aun en 
ese caso, es posible que se presenten muchas operaciones si el 
dominio tiene un número grande de elementos. 


Cuando el dominio de la función no es un conjunto finito, tal 
como el intervalo de números reales de nuestro ejemplo, debe- 
mos pensar en alguna otra técnica. La respuesta está conteni- 
da en un comentario de la esposa de Federico: “No continúes 
trabajando tan pronto como la razón de la ganancia llegue a 
cero porque en ese momento habrás alcanzado el salario máxi- 
mo”. Esencialmente esta es la idea, aunque a nuestra técnica, 
que vamos a desarrollar, tengamos que añadirle un poco más. 
Como otro ejemplo de la misma idea, observe que usted alcanza 
su máxima estatura cuando la razón de crecimiento llega a cero; 
en otras palabras, cuando deja de crecer. 


En esta primera sección utilizaremos el concepto de razón de 
cambio para resolver problemas de optimización de funciones 
de una variable. Es evidente que necesitaremos algunos de los 
resultados que, sobre razón de cambio, Eno en la Unidad 
12, Diferenciación I. 
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Ejercicio 1 : 

Un supermercado vende galletas de chocolate a 20 centavos el 
paquete, y las ventas ascienden a 1200 paquetes semanales. El 
administrador cree que, por cada centavo que se rebaje, las ven- 
tas aumentarán en 300 paquetes semanales. El menor precio 
posible es de 12 centavos, que es el precio que el supermercado 
paga al distribuidor que lo abastece. ¿A qué precio debe vender- 
se el paquete de galletas para que la ganancia sea máxima? M 


15.1.2 Aplicación de la derivada 

Para introducir un método para optimizar funciones mediante 
el uso de la derivada, comencemos por examinar una función 
sencilla. 

Ejemplo 1 


¿Cuáles son los valores máximo y mínimo de las imágenes de la 
función f, donde 


fix? 7x2 +8x +1 (x € [0, 5))? 


Primero observemos la gráfica de f: 


f(x) Gráfica de 
x > x3-7x2+8x+1 


Supongamos que la recta tangente AB se mueve a lo largo de la 
curva desde el punto donde x = 0 hasta el punto donde x = 5. 
La pendiente de esta recta es, inicialmente, positiva; se hace 
negativa y es nuevamente positiva cuando llega a x = 5. En 
dos puntos intermedios la recta es paralela al eje x (su pendien- 
te es cero) y la gráfica muestra que estos puntos son aquellos en 
los cuales f(x) toma sus valores máximo y mínimo en el interva- 
lo [0, 5]. Recuerde que f'(x) es la pendiente de la tangente 
en x. Si 


fix) =x?-7x?+8x +1 (x € [0, 57), 


entonces sabemos por la Unidad 12, Diferenciación I, que la pen- 
diente en x está dada por 


f(x) = 3x? — 14x +8 


Los valores de x donde f'(x) = O son las dos soluciones de la 
ecuación de segundo grado: 


3 — 14 + 8=0; 
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Ejercicio 1 
(5 minutos) 


15.1.2 


Discusión 
* + 


Ejemplo 1 


(Véase RB14) 


(Véase RB5) 


(continúa en la página 6) 


Solución 15.1.1.1 


Supongamos que el administrador del supermercado hubiera fi- 
jado un precio de x centavos; su ganancia en cada paquete, se- 
ría, entonces (x — 12) centavos. Si hubiera reducido el precio 
de venta en (20 — x) centavos, entonces aumentaría sus ven- 
tas en 300 veces (20 — x) paquetes por semana. El número total 
de paquetes vendidos cada semana sería 


1200 + 300 (20 — x), 


de modo que su ganancia sería de (1200 + 300(20 — x)(x — 12) 
centavos cada semana. 


Para determinar el precio de venta que produce una ganancia 
máxima, necesitamos construir la tabla siguiente: 


Precio de venta, x(centavos) Ganancia semanal (pesos) 


12 0 

13 33 

14 60 

15 81 

16 96 

17 105 

18 precio de 108 ganancia 
venta máxima 
óptimo 

19 105 

20 9% 


Hay otros modos de resolver esta clase de problemas, como ve- 
remos más adelante. E 


(viene de la página 5) 


y son 
x=%? y x=4 


Los valores máximo y mínimo de f(x) en el intervalo [0, 5] 
son, por consiguiente, 


f)=3%5 y J4)=-15 
respectivamente. 


$ f(x) 


Gráfica de 
x > x3-7x2+8x+1 


Tangente horizontal 


Tangente horizontal |] 
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Solución 15.1.1.1 


MB 15.1.2 
Ejercicio 1 Ejercicio 1 
4 Cl : (4 minutos) 
(i) Encontrar el máximo valor de g(x) si 


g:x——>4 — x? (x e [—2, 2)) 


(ii) Encontrar el área máxima rectangular que se puede delimi- 


tar por medio de una cerca de 100 metros de longitud. (5 
Este procedimiento tiene que usarse con mucho cuidado en al- Discusión 
gunas ocasiones. Los ejemplos siguientes ilustran la clase de +3 


dificultades que pueden ocurrir. 
Ejemplo 2 Ejemplo 2 
¿Cuál es el valor máximo de 

f)=x*-7x?+8x+1  en[0,6)? 


Muy bien podría decir que la respuesta es 33%, como en el ejem- 
plo 1. Ahora bien, si esa es la respuesta, ¿cómo nos explicamos 
que f(6) = 13? 


f(x) 


Gráfica de 
13 x > x3-7x2+8x+1 


La aparente contradicción se explica fácilmente cuando exa- 
minamos la gráfica de la función, que muestra que el valor máxi- 
mo de f(x) en [0, 6] ocurre cuando x = 6. pl 
Ejemplo 3 Ejemplo 3 
¿Cuál es el mínimo valor de f(x) si 
dl PA (x e Ry? 


Esta función (que encontramos por primera vez en la Unidad 1, 
Funciones) se llama función módulo o función valor absoluto; 
su gráfica es 


Gráfica de 
x > |x| 


(continúa en la página 9) 
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Solución 1 Solución 1 


(i) Puesto que x? > 0 para todo x, la mayor imagen es g(0) = 4. 
Para ilustrar el método que estamos introduciendo, también 
trazaremos la gráfica de g: 


g(x) 


La pendiente de la tangente a la curva en el punto x es 
g(x) = —2x 


Esta pendiente es cero cuando x = 0. En la gráfica de g 
vemos que g(0) = 4 es el elemento máximo del conjunto de 
las imágenes de f. 


(11) s 


50 - x 


Sea x la longitud, en metros, de uno de los lados del rectán- 
gulo. El área del rectángulo es 


x(S0 — x)m?, 


de modo que podemos expresar el área del rectángulo por 
medio de la función 


g:xH—— x(50 — x) (x e [0, 50]). 
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Entonces, 


g(x) = 50 — 2x 


£'(x) =0 cuando x = 25 


Con este valor de x, el rectángulo es un cuadrado, y el área 
buscada es 625 m?. | 


(viene de la página 7) 


La dificultad que se presenta en este caso es que f no es deri- 
vable para todos los valores de x. Vimos en la Sección 12.2.1 de 
la Unidad 12, Diferenciación I, que 


f)=+1  six>0, 


f(x) =-—1 six <0; 
pero, si x =0, entonces el límite: 


lim Le + 1 - $09 


h=>0 h 


no existe y, por consiguiente, f no es derivable en x = 0. 


Desafortunadamente, en este caso, es ese, precisamente, el pun- 
to de mayor interés porque, según podemos ver en la gráfica, es 
en ese punto donde f(x) toma su valor mínimo. [ea] 


La estrategia siguiente nos permitirá trabajar con la mayoría 
de los problemas (y, de hecho, con todos los problemas de este 
tipo que se presentan en el curso básico) sin necesidad de tener 
que trazar gráficas. (No obstante, siempre será muy útil esbozar 
la gráfica cuando no resulte difícil.) Hay casos en los cuales las 
cosas no resultarán bien, pero esos casos no nos interesan ahora. 


Algunas veces es imposible especificar el valor máximo de las 
imágenes de una función porque, sencillamente, no existe ese 
valor. Consideremos la función: 


ES ad (xeR) 


En este caso, siempre hay elementos en el dominio de f tales 
que f(x) toma valores mayores que cualquier número fijo que 
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Estrategia para encontrar los valores máximo y mínimo 
de las imágenes de una función de buen comporta miento* 


Dado el problema de encontrar 
los valores máximo y mínimo 

de f(x), donde f es continua y su 
dominio es (a, b] 


Encontrar los valores de x 
diferentes de a y b donde 
f'(x) no existe 


Evaluar f(x) en estos valores de x 


Evaluar fla) y f(b) 


Tomar el menor de todos 
estos valores de f(x) 
Este es el 


VALOR MINIMO 


Tomar el mayor de todos 
estos valores de f(x) 
Este es el 


VALOR MAXIMO 


usted pueda nombrar. (Note que no podemos decir que “el ma- 
yor valor es infinito” porque infinito no es un número y cuan- 
do decimos “el mayor valor” estamos implicando la búsqueda de 
un número.) 


Ejercicio 2 


Encontrar los valores máximo y mínimo (siempre que sea posi- 
ble) de las imágenes de las funciones siguientes, y trazar la grá- 
fica de cada función. 


(1) h:x+——300(36x — 288 — x?) (x e [12, 24)) 


(Compare esta función con la del ejercicio 15.1.1.1.) 


(11) f:x——x + - (xeR*) 
(iii) g:x— x? +2 (xeR*) e 


*Por una función de “buen comportamiento” entendemos una función con- 
tinua que es derivable en todos los puntos de su dominio, excepto, eventual- 
mente, en un número finito de ellos. Es posible encontrar una función que 
sea continua en todos los puntos de su dominio pero que, sin embargo, no 
sea derivable en ninguno de los puntos de su dominio, y a la cual, por consi- 
guiente, no se le pueda aplicar la estrategia expuesta. (Para la definición de 
función continua vea la Unidad 7, Sucesiones y límites 1) 
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Encontrar los valores de x 
tales que f'(x) = 0 
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Ejercicio 2 
(5 minutos) 


(Véase RB14) 


15.1.3 Máximos y mínimos locales 


Aunque con frecuencia queremos encontrar el máximo (o el mí- 
nimo) valor de las imágenes de una función, hay ocasiones en 
las cuales es útil poder encontrar puntos (como x = 3 en el 
ejemplo 15.1.2.2) donde se presenta una especie de “altura me- 
nor” en la “ladera de la montaña”; éste, después de todo, es 
un primer paso para llegar al valor máximo. Para ser más exac- 
tos estableceremos las siguientes definiciones: 


Sea f una función real dada, de dominio A, y sea c E A. 
Si existe un número positivo e tal que 

f(x) < f(c) para todo xe An [c — e, c + e) 
entonces decimos que f tiene un máximo local en c*. 


Si existe un número positivo e tal que 
f(x) > f(c) para todo xe An [c — e, c + e] 


entonces decimos que f tiene un mínimo local €n C. 


Para distinguir estos valores de los que hemos llamado valores 
“máximos” y “mínimos” en nuestra discusión anterior, llama- 
remos al valor máximo (o mínimo), tomado por las imágenes 
de una función, máximo absoluto (0 mínimo). 


¿Cómo se aplica esta definición al ejemplo 15.1.2.2? 
La función: 
fi—x-71+8x+1  (xe[0, 6)) 


tiene un máximo local en 3. Si tomamos « = j, por ejemplo, 
entonces fx) < f(3) para todo x E [3,1]. 


Gráfica de 
ft: xi» x3- 7x2+8x+1 


Esta función tiene también un máximo local en 6 porque, para 
todo x de A = [0,6] cercano a 6, tenemos que f(x) < f(6). 
Por ejemplo, tomando « = 0,1, el conjunto A Nr [c — e,c + el 
resulta ser [5,9; 6], y fíx) < f(6) en este intervalo. 


En este caso sabemos que f(6) es, en realidad, valor máximo 
absoluto de f(x) para todo x E A. La razón de tomar AN [c — e, 
c + e] en nuestra definición es que solamente estamos intere- 
sados en la parte del intervalo [c — e, c + e] que pertenece a 
A. Si c no es un punto extremo del dominio, nos interesa, en- 
tonces, el comportamiento de f cerca de c y a ambos lados de c; 


*+ También diremos, por ejemplo, “(c, f(c)) (o sencillamente “c”) es un máxi- 
mo local”, cuando, en realidad, sería más correcto decir “(c, f(c)) es un punto 
máximo local”. 
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15.1.3 


Definiciones 
kh k * 


Definición 1 


hk *x + 


Definición 2 
h Rk 


Definición 3 
h * + 


Discusión 
* * 


(continúa en la página 14) 


MB 15.1.2 
Solución 15.1.2.2 Solución 15.1.2.2 


(i) Encontrará que la función que define la ganancia del ad- 
ministrador del supermercado (ejercicio 15.1.1.1) se puede 
reordenar de modo que nos dé la misma regla que la fun- 
ción que estamos discutiendo aquí: 


h:x=—— 300 (36x — 288 — x?)  (xe[12,24]) 


(Los dominios de las dos funciones son diferentes.) Tene- 
mos que 


h'(x) = 300 (36 — 2x) 


de modo que h'(x) = 0 cuando x = 18. Esto nos da el va- 
lor máximo de h(x), que es 10.800 centavos. El valor mínimo 
de h(x) en el dominio dado es 0, y este valor ocurre en am- 
bos puntos extremos del dominio, esto es, en x = 12 y 
x =24. 


h(x) 


x > 300 (36x -288 - x?) 


10 000 


5 000 


ia 
(ii) fQ) =x Ep 


de modo que 


10=1->3 


y, por consiguiente, 
f(x)=0 si x=w+1 


No obstante, únicamente el valor x = 1 está en el domi- 
nio de f. En esta ocasión nos ayudará el trazado de la grá- 
fica de f, que será muy fácil si notamos que: " 


1 
(a) x + — nunca es cero para x € R*; 
x 
1 z 
(b) x + > está muy cerca de x cuando x es grande porque 
1 A 
el valor de—es entonces muy pequeño; 
Xx . 
j ; 1 5 
E E está muy cerca de ó cuando x es pequeño porque, 


1 : 
entonces, — es grande y predomina sobre x. 
x 


Usando esos resultados podemos trazar la gráfica siguiente: 
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e 
Dominio 


a 


A a 
A 


El valor mínimo de f(x) es f(1) = 2; no existe un valor máximo. 
16 
(iii) g(x) = x? + po 


de modo que 


16 
á = 2 MS 
g(x) = 2x - 3 
y, por tanto, 


g (x) = 0 si2x? — 16 =0, esto es, si x= 2, 
Una vez más podremos trazar la gráfica si observamos que 
s . 6 2 ; 
(a) x si es un poco mayor que x?* cuando x es muy 
grande; 
y ¡16 1 
(b) x* + — es un poco mayor que : cuando x es muy pe- 
x 


queño (pero diferente de cero): 
(c) g(x) > 0 donde x ER*?., 
Usando estos resultados podemos trazar la gráfica siguiente: 


El valor mínimo de g(x) es g(2) = 12; no existe un valor máximo. M 
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(viene de la página 11) 


f(x) 


Gráfica de 
tf: xt» x3-7x2+8x+1 


pero, si, por ejemplo, c está en el extremo derecho del dominio, 
entonces sólo necesitamos examinar lo que ocurre a la izquier- 
da de c. 

he 
Efectivamente, lo que estamos diciendo es que un punto que es 
un máximo local es un máximo absoluto en sus inmediaciones; 
lo mismo decimos de un mínimo local. Podemos decir que, si 
cae una lluvia sobre la gráfica de una función, se formarán char- 
cos en los mínimos locales y, cuando los charcos se rebosen, el 
agua correrá hacia el mínimo absoluto. Un máximo local será 
un lugar muy conveniente para permanecer durante una inun- 
dación, pero el máximo absoluto es, desde luego, preferible. 


Por supuesto, un mínimo absoluto es, a su vez, un mínimo local, 
pero un mínimo local no es, necesariamente, un mínimo abso- 


luto. Las gráficas siguientes muestran algunas de las varias po- 
sibilidades. Cada una corresponde a alguna función f. 


f(x) 


Máximo, absoluto 


1 Minimo absoluto 


Dominio 
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f(x) 


Máximo absoluto 


Mínimo absoluto 


f(x) 


Máximo absoluto 
3 


Máximo local 


std Mínimo local 
Mínimo absoluto 


Dominio 


Ejercicio 1 Ejercicio 1 
, . dto (5 minutos) 
Señalar los máximos y mínimos locales y absolutos de las gráfi- 


cas siguientes: 


(i) 


Dominio 


(ii) 


Dominio 


(111) 


ra 


Dominio 


A los puntos x tales que f'(x) = 0 los llamaremos puntos estacio- 
narios de f. Así, pues, un punto estacionario es, sencillamente, 
un punto del eje x donde la tangente al correspondiente punto 
de la gráfica es paralela al eje x. 


Si queremos encontrar los máximos (o mínimos) locales de una 
función, parece una buena idea localizar primero los puntos es- 
tacionarios. Sin embargo, desafortunadamente existen dos 
complicaciones. 


Ya hemos visto que un máximo (o un mínimo) local de una fun- 
ción puede ocurrir en un punto que no es un punto estacionario 
(en otras palabras, donde la pendiente de la gráfica no es cero), 
ya sea porque la función no es derivable en ese punto y, en tal 
caso, la “pendiente” carece de significado, o porque el punto 
ocurre en uno de los extremos del dominio. Superaremos esta 
dificultad si consideramos únicamente aquellas funciones que 
son derivables en todos los puntos de sus dominios, y si nos 


o 
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Definición 4 
* Rh + 


Discusión 
UNO 


limitamos a investigar la existencia de máximos y mínimos lo- 
cales de tales funciones en los puntos que no son los extremos 
del dominio y, después, examinamos, separadamente, los valo- 
res que toma la función en cada uno de los puntos extremos. 


Hay una segunda complicación que es mucho más seria: un pun- 
to estacionario no tiene que ser necesariamente un máximo 
local o un mínimo local, como veremos en el ejemplo siguiente. 


Ejemplo 1 
Considere la función 
fix —— x? (x € R) 


cuya gráfica es: 


Gráfica de 
xo x3 


Sabemos por la Unidad 12, Diferenciación I, que 
fix—3x*  (xeR), 


de manera que 


F'(0) =0, 
y, por consiguiente, f tiene un punto estacionario en 0; sin em- 
bargo, f no tiene máximo local ni mínimo local en 0. (Es 


Entonces, ¿cómo podremos distinguir entre los máximos loca- 
les, los mínimos locales y los puntos estacionarios que no son ni 
lo uno ni lo otro? 
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Eje mplo 


MB 15.1.3 
Solución 1 Solución 1 
(i) 
f(x) 


Máximo absoluto 


Máximo local 


Mínimo local 


Minimo absoluto 


| 
| 


(ii) 
f(x) 
¡ Máximo absoluto 
¡ 
| 
e Minimo absoluto 
i 
Dominio 
(iii) 


t(x) 


Máximo absoluto 
sx 


Máximo local 


Mínimo local 


Mínimo local 


Minimo absoluto 
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15.1.4 Dos métodos útiles 18,1,4 
En esta sección describiremos dos métodos para determinar la Técnica 


naturaleza de los puntos estacionarios. 


Método 1 
Sea f una función real derivable: 
NA) (x€ A) 


Si f'(x) < 0 para todo x E S, donde SC A, entonces decimos Definición 1 
que fíx) está decreciendo en S. 


Si f'(x) > 0 para todo x E S, donde S al entonces decimos Definición 2 


que f(x) está “Ieciendo en Ss. 


Si existe un punto c ER tal que 


FO)<0 si x<c, 


f(x)>0 si x>c, 


entonces f(x) está decreciendo en |x:x < c| y creciendo en 
Íx:x > c|. Evidentemente, f(c) es el mínimo absoluto de f(x). 


Si existen un punto c E R y un número positivo e tales que 


ZO sí 0: <x<c, 


F()>0 sic<x<c+ae 
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entonces, aunque nada podemos decir acerca de los máximos y 
mínimos absolutos, podemos, sin embargo, asegurar que f(c) es 
un mínimo local de f(x). 


Ejercicio 1 Ejercicio 1 
(3 minutos) 
En cada uno de los casos siguientes determinar el subconjunto 


del dominio de la función donde las imágenes están creciendo 
y el subconjunto donde están decreciendo. 
(i) fix ——x? be [=3, 5]) 
(11) d:x—— nx? —- ax +1n3 — (xeR) 
3 


=e t 
(iii) g:1 0 (te [-2, 3]) [E 
Ejercicio 2 Ejercicio 2 
Si (3 minutos) 
1 


p? 
IÓ =1t+2 (t e [-2, 3), 


encontrar un valor positivo de e tal que: 


(i) g(t) sea creciente en Jl, 1 + e]; 
(ii) g(t) sea decreciente en [1 — e, 1[; 
(iii) g(t) > g(1) para todo te[l — e, 1 + el. a 


Método 2 Tema principal 


* «ss 

Es posible que conozca otro procedimiento donde se hace uso 
de la función segunda derivada de la función considerada. Este 
procedimiento, sin embargo, requiere mucho cuidado, no tanto 
en su aplicación, que es directa y fácil, sino en las conclusiones 
que usted saque. Desafortunadamente, la mayoría de los estu- 
diantes echan a un lado el método que acabamos de discutir, 
tan pronto como conocen ese segundo procedimiento. 


Sabemos que podemos utilizar la función derivada, f', para es- 
tudiar la razón de cambio de las imágenes, f(x), de una función 
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f. Del mismo modo, podemos utilizar f' para estudiar la razón de 
cambio de f'(x). En nuestro método anterior, el punto importante 
consistía en que f'(x) cambiaba de signo en los máximos y míni- 
mos locales. Cabe ahora la pregunta: “¿Se puede predecir un 
cambio de signo de f'(x) cuando se conoce f''?” 


Para buscar la respuesta a esa pregunta, supongamos que tene- 
mos una función real continua y derivable: 


g:ix— g(x)  (xeR) 


y que g' es también una función real continua. (En seguida di- 
remos cómo están relacionadas g y f.) Supongamos, además, que 
g(c) =0 y g'(c) > O para algún c E R; entonces, puesto que g' 
es continua, debe existir un intervalo [c — e, c + e] donde 
8'(x) >. 0. Se sigue que g(x) es crecienteen x € [lc — ec + e]. 
(Como se muestra en la gráfica, puede ocurrir que g(x) también 
sea creciente fuera de este intervalo, pero ese hecho no afecta 
nuestra argumentación.) 


gíx) es creciente 
en este intervalo 


En la gráfica vemos que 


g(x) <g(c) si c=e<x<c, 


g(x)> glc) si c<x<c+e 


(No olvide que uno de nuestros supuestos es que g(c) = 0.) 


La información que buscamos, y que nos será de gran utilidad, 
se sigue, ahora, de todo lo anterior si suponemos que g = f'. 


Nótese que exigimos que g(c) = 0, y esto implica que 
fc) =0, 


en otras palabras, c es un punto estacionario de f. También exi- 
gimos que g'(c) > 0; como g' = f”, esto implica que: 


f'c)>0 
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(continúa en la página 23) 


MB 15.1.4 


Solución 1 Solución 1 


(1) f'(x) = 2x, 
que es negativa cuando x < 0. 
y positiva cuando x > 0. 


Dominio 


Los subconjuntos buscados son: 


[—5, O[ donde f decrece; 
JO, -5] donde f crece. 
(ii) 9 '(x) = 2rx — r, 
que es negativa cuando x < 2 
y positiva cuando x > 3. 
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Los subconjuntos buscados son: 


Íx:x < 3) donde 4 es decreciente; 
Íx:ix > 3] donde 4 es creciente. 
(111) g'(t) = t? — 1, 
que es negativa cuando t? < 1 (esto es, cuando —1<t<l1) 
y positiva cuando t? > 1 (esto es, cuando t < —10t > 1). 


g(t) 


3 


Los subconjuntos buscados son: 


]—1, 1[ donde g es decreciente; 
[—2, —1[U ]1, 3] donde g es creciente. a 


Solución 2 Solución 2 
Para (i), cualquier positivo « menor que o igual a 2. 

Para (ii), cualquier positivo e menor que 2. 

Para (iii), cualquier positivo e menor que o igual a 2. a 


(viene de la página 21) 


Con estas condiciones, podemos concluir que g(x) < g(c) si 
cC=e<x<C, y gl[x) > glc) sic<x<c+.e. Tomado de ma- 
nera conveniente para obtener un resultado adecuado en f, 
esto se convierte en 


FE) <0, Sic=8<x<0C, 


FE)>0, sicC<x<c+e 
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Esto significa que existe un mínimo local en c. 


Si originalmente hubiéramos tomado f'”(c) < 0, entonces nues- 
tra conclusión final hubiera sido que existe un máximo local 
en c. : 


(Por conveniencia hemos supuesto que el dominio de f es R, pe- 
ro estos mismos resultados hubieran sido verdaderos si el do- 
minio hubiera sido un intervalo cualquiera.) 


Clasificación de los puntos estacionarios por medio de la 
segunda derivada 


Encontrar los puntos 
estacionarios de f 

(valores c tales que 
$' (c) = 0) 


Máximo 


local e 
Positiva 


Negativa 


¿Qué debe escribirse en el círculo en blanco? 
Palabras de advertencia 


¿Qué podemos decir si f'(c) = 0 y f'"(c) = 0? Parece tentador 
decir que f no tiene, en tal caso, un máximo local ni un mínimo 
local en c, pero tal respuesta es errónea. Los siguientes ejemplos 
pueden aclarar este punto. 


Ejemplo 1 
Consideremos estas tres funciones, que tienen por dominio R. 
fix gix——1-—x* h:x— x? 
f(x) 9) h(x) 
x 
x x 
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Discusión 
* $ 


Ejemplo 1 


f(x) = x* 8g(x) = 1 — x* h(x) = x? 

f(x) = dx? 2 (x) = —4x? h(x) = 3x? 

f'(0) =0 g/(0) =0 (0) = 0 

S"(x) = 12x? 2 (x) = — 12x? h"(x) = 6x 

f”"(0) =0 g"(0) =0 h"(0) =0 

Según la gráfica, Según la gráfica, Según la gráfica, 

f tiene un mínimo f tiene un máximo f no tiene mínimo 

local en 0. local en 0. ni máximo locales 
en 0. a 


¿Qué podemos escribir en el espacio en blanco de nuestro 
diagrama de flujo correspondiente al caso en que f'(c) = 0 y 
f'"'(c) = 0? La respuesta es que lo mejor que podemos hacer es 
dejar el espacio en blanco porque, con la información que tene- 
mos, no podemos decir nada más que la tangente a la gráfica 
es horizontal en c. Para especificar la naturaleza de ese punto 
estacionario, necesitamos más información. Existen otras com- 
probaciones más poderosas, que permiten la clasificación de los 
puntos estacionarios por medio de derivadas más altas, pero 
dejamos esos procedimientos para más adelante. (Sin duda, es 
interesante que usted mismo intente construir una de esas 
comprobaciones.) Recuerde que el método 1 da resultados ver- 
daderos aun cuando f''(c) =0. 


Aunque el cálculo es una herramienta maravillosa, no es un sus- 
tituto del sentido común. Un momento de atención y concen- 
tración ahorra un largo y dispendioso proceso, como veremos 
en este ejemplo.* 


Ejemplo 2 
Encontrar el mínimo absoluto de 
g(x) = ((x* + 2) + 3 — x?))?  (x€R) 


Si lo único que piensa es: “Derivemos y dejemos a un lado las 
sutilezas”, reconoceremos en usted muy buenas intenciones 
pero, también, una falta de sentido común. 


Mucho más sencilla es la siguiente solución: 
Simplificando, obtenemos 


g(x) = (x* + 2 + 3x? — x*) 


= (2 + 3x?)? 
Puesto que x? > 0, 2 + 3x2 toma su mínimo valor, 2, cuando 
x = 0; por tanto, el mínimo absoluto de g(x) es 4. |] 


Ejercicio 3 
Encontrar los puntos estacionarios de las funciones siguientes, 


y clasificarlos como máximos locales, mínimos locales o ni los 
unos ni los otros. 


(i) f:ix—x?-6x+9x+6  (xeR) 
(ii) h:x—— x In x (xeR*) 


*Véase también ejercicio 15.1.2.1, parte (i). 
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Discusión 
* * 


Ejemplo 2 


Ejercicio 3 
(3 minutos) 


Solución 3 


(1) f(x) = 3x? — 12x +9 
= Ax — 3)NMx — 1) 
Así, f'(x) =0 cuando x =1 y cuando x =3 
f"(x) = 6x — 12 
y 
FAR 6, 
que es menor que 0, lo que indica un máximo local en x = 1. 
f(3)=6 
que es mayor que 0, lo que indica un mínimo local en x = 3. 
a 1 
(11) Hhb)=xx-+Inx 
x 
= 10% 
1 
Así, h'(x) = 0 cuando ln x = —1, esto es, cuando x = my 
1 
Ha) =-, 
Xx 


1 A : 
que es mayor que 0 cuando x = —, lo que indica la existen- 
e 


cia de un mínimo local en este punto; de hecho, es un míni- 
mo absoluto. a 


15.1.5 Ejemplos y ejercicios 


Esta subsección se puede omitir en la primera leída porque lo 
único que pretendemos en ella es consolidar las ideas introdu- 
cidas en la primera sección de este libro. Por otra parte, puede 
ser que comprenda que necesita más práctica; en ese caso, de- 
be trabajar más ejemplos y ejercicios hasta que se sienta capaz 
de continuar con las secciones segunda y tercera. 


Tenga cuidado de no emplear demasiado tiempo en un ejemplo 
o ejercicio en particular; si hay algún punto que no entiende, 
es mejor que lea un poco más el texto. 

Ejemplo 1 

De todas las cajas cilíndricas (con tapas en ambos extremos) 
que pueden contener un volumen de 1000 cm?, ¿cuál requiere 
menos material para su construcción? A 
Solución del ejemplo 1 

Sea S el área de la superficie, en cm?; entonces, si el material 
es de un espesor uniforme, la cantidad que se requiere es propor- 
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Solución 3 


15.1.5 


Otros ejemplos 
* 


Ejemplo 1 


cional a S. Sean h la altura y r el radio de la base, en cm. (He- 
mos escogido las variables h y r, pero las razones de esta esco- 
gencia no son obvias. La selección de una notación adecuada 
es un requisito esencial para la solución matemática.) 


Puesto que el volumen es 1000 cm?, tenemos que 
rr?h = 1000 
Además, S viene dada por 
S = 2nr? + 2xrh 


Nuestro problema consiste en escoger valores de h y r que veri- 
fiquen la ecuación (1) y minimicen a S. 

La ecuación (2) podría usarse para definir una función (r, h) 
$, cuyo dominio es R+ X-R*, pero en nuestro problema, 
r y h no son independientes y, por tanto, no podemos seleccio- 
nar (r, h) al azar en R+ x R*. Eliminando h podemos obtener 
una aplicación 


AA (reR?), 


y, después, utilizar el método que hemos desarrollado para en- 
contrar el valor de r que minimiza a S = f(r). Una vez que se 
ha determinado r, el correspondiente valor de h se sigue de la 
ecuación (1) y, de esa manera, conocemos las dimensiones bus- 
cadas. 


1000 
Despejando h en la ecuación (1), obtenemos h = an des- 


pués, sustituyendo h en la ecuación (2) llegamos a 
1000 
S = 215? + 2er) 
Tr 


= 2a[r + brit 
Tr 


Esta ecuación define una función: 
1000 
pam q e] (reR*) 


(Obsérvese que, por razones prácticas y matemáticas, r = 0, 
un radio nulo, carece de significado.) 
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Ecuación 


Ecuación 


(1) 


(2) 


Derivando f obtenemos 


1000 
fr) = 2m[2, sr 


y? 


Ñ JP = ma 


de modo que f'(r) = 0 cuando 2rr* = 1000. 


El único punto estacionario de f está en 


Puesto que 


f'(r) <0 cuando 0 <.r < 


10 
2 


. 10 
f'(r) > 0 cuando r>—= 


Y 2n 
se “sigue del método 1 (página 19)* que f(r) alcanza su valor 
mínimo absoluto cuando 


10 

32m 
Sustituyendo r por este valor en la ecuación (1), encontramos 
que 


20 
A = , 
Y 27 
de modo que se requiere menos material cuando h = 2r. 


La gráfica de f es semejante a esta: > 


Dominio 


*Usted puede comprobar esto, calculando f”'(r) y sustituyendo, después, por 


r =——, si el método 2 le parece más fácil. 
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MB 15.1.5 
Ejemplo 2 Ejemplo 2 


Construya la gráfica de la función: 


Pix — Dx +24 (EN) 


Solución del ejemplo 2 


(i) Obviamente, P(x) =0 
S1-=T0%=-=2 
y P(x) =8 si x =00. 
Estos puntos son fáciles 
de localizar y señalar 
en la gráfica. 


P(x) 


(ii) Cuando x es un número 
muy grande, positivo, Poo) 
P(x) es, también, grande 
y positiva. Cuando x es 
muy grande y negativo, | 
P(x) es muy grande y 
negativa. 
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(iii) Derivando P, encontramos 
(después de unas cuantas 
operaciones que dejamos como 


ejercicio) que P'(x) = 
(x — Dx + 2)?(5x + 1 


), 


de manera que hay puntos 


estacionarios de P en 
1, —2 y — j. Parece 
importante señalar el 
correspondiente a x = 


punto 


= 1 
%- 
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P(x) 


(iv) Cuando x es un número 
cualquiera, ligeramente 
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menor que 1, el signo 


de 


P'(x) es (-M+M+) = (-), 
donde solamente hemos 
escrito los signos de los 


factores. Cuando x es 
cualquier número 
ligeramente mayor 
que 1, el signo de 


P'(x) es (+M+)(+) = (+). 


P'(x) cambia de signo 
en x = 1, de modo 
que P tiene un 
mínimo local en 1. 


y __ _ —— 


=e 
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(v) Cuando x es 
ligeramente menor 
que —2, el signo 
de P'(x) es 
(UH) = (+). 
Cuando x es 
ligeramente mayor 
que —2, el signo 
de P'(x) es 
(UH) E) = (+). 
Por tanto, en —2 
no hay ni máximo 
local ni mínimo 


local de P. 
(vi) Cuando x es 
ligeramente menor P(x) 
que —j¿, el signo 
de P'(x) es : 
MH) =1( +. 


Cuando x es 
ligeramente mayor 
que — 4, el signo 
de P'(x) es 
(—IHMH) =(—). 
Por consiguiente, 
P tiene un máximo 
local en — 4. 
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Podemos confiar en Pu) 
que, trazando la curva 

sobre la línea punteada, 

obtendremos la gráfica. 


Otros ejercicios 


En cualquier libro elemental de cálculo encontrará ejercicios de 
este tipo. 


Ejercicio 1 
Encontrar los puntos estacionarios de las funciones siguientes 
y clasificarlos en máximos locales, mínimos locales o ni los unos 
ni los otros. 

(1) g:x——3x* — 4x? (x € R) 

(ii) S:x——sen x (xe[—n, x)) E 


15.2 IDEAS GEOMETRICAS 


15.2.0 Introducción 


Continuaremos la investigación del problema de la optimiza- 
ción pero, desde ahora, nos dedicaremos a las funciones de dos 
variables (reales); esto es, funciones de la forma: 


E e ((x, y)eR x R) 


donde z E R. Antes de ello, sin embargo, necesitamos conocer 
un poco la geometría de coordenadas tridimensionales porque, 
generalmente, es muy útil para representar tales funciones co- 
mo superficies. En realidad, no tenemos tiempo para hacer jus- 
ticia a la geometría aquí; de hecho, un verdadero geómetra dirá 
que lo que hacemos aquí no merece el nombre de geometría. 
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Ejercicio 1 
(3 minutos) 


15.2 


15.2.0 


Introducción 
* * 


Nuestro propósito en esta sección es capacitarlo a usted de mo- 
do que pueda imaginarse las funciones, y describir las técnicas 
correspondientes de un modo intuitivo y gráfico. En la Sección 
15.3 aplicaremos estas nociones geométricas a nuestros proble- 
mas de optimización. 


Comenzaremos por comparar un problema de optimización de 
una función de una variable con el de optimizar una función 
de dos variables, sólo para dar un ejemplo concreto del cual 
echar mano si el tema se vuelve demasiado abstracto. Después, 
veremos cómo podemos representar distintas funciones por me- 
dio de superficies. Para nosotros, la más importante de estas 
superficies es el plano y el hecho de poder utilizar los planos 
para investigar superficies más complicadas es de vital impor- 
tancia en la discusión que sigue. 


Ejemplo 1 


Supongamos que un ingeniero está diseñando un acueducto y 
tiene que usar láminas rectangulares de metal de 4 pies de an- 
cho por 10 pies de largo. 


10p 
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Ejemplo 1 


(continúa en la página 34) 


Solución 15.1.5.1 


(1) g (x) = 12x? — x?) = 12xY(x — 1), 


g(x) =0six=00 x=1, 

de modo que éstos son los puntos estacionarios. 
g"(x) = 12(3x? — 2x) = 12x(3x — 2), 

de modo que 


g"(0)=0 y g'(1) = 12 


Vemos, de inmediato, que hay un mínimo local en 1, pero el mé- 
todo 2 falla en 0 y no podemos obtener ninguna información 
de él. Sin embargo, nuestro método 1 nos servirá. En efecto, 
observamos que g'(x) nunca puede ser positiva si x < 1 y, por 
consiguiente, es negativa para valores de x cercanos a 0, a uno 
y otro lado de 0. Se sigue que g no puede tener ni máximo ni 
mínimo locales en 0. 


(11) S'(x) = cos x, 


T 
d ES i = +— 
S(x) =0six t> 


de modo que estos son puntos estacionarios, 
S"(x) = —sen x, 
de modo que 
T T 
SI =-5|=1,S"[-|= —1 
[-3) 1) 


- A Oe ne T 
De aquí podemos concluir que S tiene un máximo local en 3 Y 


Dre T 
un mínimo local en => |] 


(viene de la página 33) 


El quiere doblar las láminas para formar dos ángulos rectos, 
como en el diagrama, y su problema consiste en escoger el 
valor de x (en pies) que permitirá el paso de un máximo caudal. 


Trataremos de encontrar el valor de la profundidad x que pro- 
duce una sección trasversal de área máxima, A (medida en 
pies cuadrados), del canal. (No es evidente que esto sea lo mejor 
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Solución 15.1.5.1 


que se puede hacer; al fin y al cabo, la forma misma del canal 
alterará la velocidad del agua que fluye por él.) Esto no requiere 
más que una sencilla aplicación de las técnicas que desarrolla- 
mos en la Sección 15.1. 


Nuestro problema, en términos matemáticos, es encontrar el 
valor máximo absoluto de la función 


fix—A (xe[0,2)) 
Tenemos que 


fx) = x(4 — 2x), 


y, por consiguiente, S A x 


f(x) = 41 — x), Kb > 
de modo que 1 es un punto estacionario. 
Fe) = —4 


y, por consiguiente, f tiene un máximo local en x= 1. Se 
sigue que el mayor valor posible de A es 


A = f(1) = 2 
Esta solución es correcta, pero, ¿no le parecería al ingeniero 


que era más conveniente doblar las láminas de manera que 
formaran ángulos que no fueran rectos? 


En este caso, no es difícil comprobar que el área de la sección 
trasversal está dada por (4 — 2x + y)Vx* — y?. En este 
momento, nuestro problema matemático consiste en encontrar 
el máximo valor de F(x, y), donde la función F está definida 
por 


F:(x, yy (4 —- 2x + y) /x?— y?  ((x,y)e[0,2]x [0,2] y y<x) 


El ingeniero tiene ahora dos variables entre manos: x y y. 
¿Cómo puede resolver un problema de esta clase? Podría aplicar 
el sentido común, tal como sugerimos inicialmente en el caso 
de funciones de una variable. Por ejemplo, podría tomar 10 
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valores de y en todas las posibles combinaciones con 10 va- 
lores de x, y calcular el valor de F correspondiente a cada par. 
Pero este método le exigiría 100 soluciones, y si tomara 50 
valores de cada variable, tendría 50? = 2500 computaciones 
distintas. 


En la práctica, no es raro encontrar situaciones que exigen 
una docena de variables, en vez de sólo dos. En tal caso, aun 
cuando solamente se tomaran 10 valores de cada variable, ten- 
dríamos 10'? = 1.000.000.000.000 de computaciones, que sig- 
nifica una formidable tarea aun para los más rápidos compu- 
tadores modernos. Alguien dijo alguna vez que una función de 
una variable se puede tabular en una página; una función de 
dos variables necesita un libro; una función de tres variables 
requiere un estante de libros; una función de cuatro variables 
llenaría una biblioteca y nadie en su sano juicio intentaría ta- 
bular una función de cuatro o más variables. 


Evidentemente necesitamos una técnica que sea equivalente 
a la que desarrollamos para funciones de una variable. 


En esta unidad restringiremos la discusión a funciones de dos 
variables, aunque los resultados básicos tienen formas equiva- 
lentes para cualquier número de variables. (Una función de 
n variables reales es una función que aplica un elemento de la 
forma (x, y, ..., w) a un número real; esto es, su dominio es un 


n términos 


subconjunto del producto cartesiano R X R.X +: X R (que 
_—_ > 
n términos 
generalmente se denota por R”), y su codominio es R.) Sola- 
mente discutiremos funciones de dos variables porque tales 
funciones se pueden representar en términos geométricos. 


15.2.1 Gráficas de funciones de dos variables 


Podemos representar muchas funciones de una variable (real) 
mediante gráficas que nos permiten utilizar nuestra intuición 
cuando examinamos el comportamiento de las funciones. En 
particular, cuando consideramos los máximos y los mínimos 
de tales funciones, encontramos que es muy útil estudiarlas 
gráficamente. Sin embargo, debe usted observar que tratamos 
de abandonar los argumentos puramente gráficos en favor de 
los razonamientos simbólicos, tan pronto como creemos que 
estamos en el camino correcto. 


Fundamentaremos muchos argumentos en las gráficas porque 
pensamos que son más fáciles de entender así: en cursos más 
avanzados necesitaremos examinar más de cerca las dificulta- 
des que puedan surgir. 


Nuestra primera idea es encontrar un diagrama que represente 
una función de dos variables (reales), del mismo modo que una 
curva representa una función de una variable (real). En esa 
clase de diagramas, encontraremos que, con frecuencia, una 
función se puede representar por una superficie. Se supondrá 
que todas nuestras funciones son de “buen comportamiento”; 
en otras palabras, las superficies que las representan no tienen 
picos ni saltos ni anormalidades semejantes a esas. 
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15.2.1 


Introducción 
* * 


Coordenadas cartesianas 


En el plano cartesiano cada par ordenado de números reales 
(a, b) corresponde a un punto único. 


Del mismo modo, en el espacio cartesiano de tres dimensiones, 
cada terna ordenada (x, y, z) de números reales corresponde a 
un punto único del espacio. 


Por ejemplo, llegamos al punto (3, 1,5) si partimos del origen 
y recorremos 


3 unidades a lo largo del eje x, 
1 unidad paralelamente al eje y 
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Tema principal 


* hh * 


5 unidades paralelamente al eje z. 


Representación de funciones 


Cuando se trata de funciones de una variable, sabemos que una 
función da lugar a una gráfica (en el sentido de una lista de 
datos) y que éstos se pueden ilustrar como una gráfica (en el 
sentido de una curva dibujada). Ahora trataremos de hacer 
lo mismo para funciones de dos variables. Examinemos un 
ejemplo particular de una función de dos variables, y veamos 
cómo, en primer lugar, origina una lista de datos y, después, 
se convierte en un dibujo. 


Ejemplo 1 


Considere la función 


Fix y — yx? + y? ((xy)eR x R) 


El par ordenado (3, 4) está aplicado a V3? + 4? = 5, y esto 
corresponde al par ordenado ((3, 4), 5). (Nótese que el primer 
elemento de este par es también un par.) Del mismo modo, el 
par (5, 12) se aplica a 13, y esto corresponde al par ((5, 12), 13). 
Si hacemos F(x, y) = z, entonces (x, y) se aplica a z, lo cual 
origina el par ((x, y), z). Así, podemos construir una tabla: 
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Discusión 


Ejemplo 1 


% "abla, á 


(x, y) Z 
(3, 4) 5 
(S, 12) 13 


Podemos asociar al par ((3, 4), 5) el punto cuyas coordenadas 
son (3, 4, 5); al par ((5, 12), 13) podemos asociar el punto cuyas 
coordenadas son (5, 12, 13) y así sucesivamente. De este modo 
la función define un conjunto de ternas ordenadas. Alterna- 
tivamente, podemos considerar la ecuación z = F(x, y) como 
la definición de una restricción impuesta a las variables x, y, z. 
Esta restricción corresponde a un subconjunto de R X R X R 
(el conjunto de todas las ternas ordenadas de números reales), 
a saber, el subconjunto (f(x, y, z):2 = F(x, y) |. 


La superficie correspondiente a esta función F' es particular- 
mente fácil de dibujar porque, en este caso, 


2= Fly) = 0 + y 


(.y,z) 


e. 
—o 


x*“+y 


Si fijamos el valor de z (correspondiente a la altura vertical en 
el diagrama) y observamos todos los puntos que están a esa 
altura y que verifican la ecuación 


encontraremos que todos ellos están a una misma distancia, 
Vx? F y?, del eje x; esto es, forman una circunferencia. 


Podemos describir la superficie diciendo que, si nos movemos, 
a partir del origen, en cualquier dirección horizontalmente y, 
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después, subimos por la vertical una distancia igual, llegaremos 
a la superficie. Esta superficie es un cono con el vértice en el 
origen. 


E 
En general, sea F cualquier función de dos variables (reales): 


Fa, y) > ((x, y) R x R) 


MB 15.2.1 


Entonces, a cada par ordenado (a,b) podemos asociar el 
punto Q cuyas coordenadas son (a, b, Fla, b)). 


Así, en general, una función F de dos variables define un sub- 
conjunto de R X R X R que, con frecuencia, es una superficie. 
Es esta superficie la que constituye la generalización de la grá- 
fica (dibujada) de una función de una variable real. 


Ejercicio 1 


Indicar en un diagrama los conjuntos de puntos, de coordena- 
das (x, y, 2), que verifican estas condiciones: 


()x=0 
(ii) y =0 
(iii) x =y=0 8 


Ejercicio 2 
Señalar en un diagrama el conjunto de puntos, de coordenadas 
(x, y, 2), que, en R X R X R, corresponden a la condición: 


2x-—y=0 3 


15.2.2 Intersección de superficies 


Antes de buscar la ecuación general del plano, nos gustaría dar 
algunas razones que justifiquen nuestro interés en esta mate- 
ria. A primera vista los ejemplos siguientes no tienen ninguna 
relación con los planos pero un examen más detenido nos re- 
velará la relación entre ellos. 


Curvas de nivel 


Es verdaderamente difícil dar la impresión de un objeto tri- 
dimensional sobre un pedazo de papel bidimensional. Un modo 
de superar esa difucultad, como se muestra en los ejemplos si- 
guientes, es quizá familiar al lector. Lo desarrollaremos hasta 
convertirlo en una herramienta útil para examinar funciones 
de dos variables. 


Ejemplo 1 Presión barométrica 


MAPA DEL TIEMPO EN EL ATLANTICO 


SITUACION AL MEDIODIA, ENE. 22 
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Ejercicio 1 
(2 minutos) 


Ejercicio 2 
(2 minutos) 


15.2.2 


Discusión 
«* $ 


Ejemplo 1 


(continúa en la página 43) 


Solución 15.2.1.1 


Solución 15.2.1.2 


Considerando la ecuación como una restricción que define un 
subconjunto de R X R X R, vemos que z no aparece en la ecua- 
ción; por tanto, no hay restricción impuesta a z. Ahora bien, 
x y y sí están restringidas. Si (x, y, z) ha de pertenecer al sub- 
conjunto, entonces x y y deben verificar la ecuación 2x — y =0. 
El conjunto de ternas (x, y, 0) que verifica esa ecuación se 
encuentra sobre una recta en el plano xy. 


y = 2x 


Escogiendo cualquier valor de z podemos obtener otros elemen- 
tos del subconjunto requerido de*R Xx R X R que corresponden 
a puntos de esa recta. Tomando todos los puntos apropiados, 
obtenemos un plano perpendicular al plano xy, que corta ese 
plano a lo largo de la recta cuya ecuación es 2x — y =0. 
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Solución 15.2.1.1 


Solución 15.2.1.2 
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El plano y = 2X 


(viene de la página 41) 


Las curvas que aparecen en el mapa del tiempo unen los puntos 
de igual presión barométrica. (La presión varía con la altura 
pero los valores del mapa se refieren a la presión al nivel del 
mar.) La función ilustrada en este caso es 


P:(punto del mapa)'— (presión barométrica en el pun- 
to correspondiente sobre la su- 
perficie de la Tierra) mA 


Ejemplo 2 Mapas oficiales Ejemplo 2 


p MB 15.2.2 


El cartógrafo solamente dispone de una hoja de papel plana 
pero hace todo lo posible por dar una impresión del relieve de 
la superficie por medio de las curvas de nivel; en otras palabras, 
une, mediante una curva, todos los puntos que tienen la misma 
altura sobre el nivel del mar. La función que se ilustra en este 
caso es 


h:(punto del mapa)-——>(altura del correspondiente 
punto sobre el nivel del mar) 


Ejemplo 3 Ejemplo 3 


Supongamos que tomamos un cilindro circular de radio 1 y cuyo 
eje vertical coincide con el eje 2. Ahora, cortamos el cilindro 
con un plano:horizontal situado a 5 unidades sobre el plano xy, 
como se muestra en el diagrama siguiente. 


Las dos superficies, el cilindro y el plano, se cortan en una 
curva que, de hecho, es una circunferencia situada 5 unidades 
sobre el plano xy. 


Cualquier punto del cilindro está a una unidad del eje z y, por 
consiguiente, Vx*+y?* = 1. La ecuación del cilindro es, 
por tanto, Vx*+y? = 1, con lo cual indicamos que el 
conjunto de todos los puntos cuyas coordenadas son (x, y, 2) 
en RX RX R = R?, que verifican esa ecuación, están sobre 
el cilindro. 


La ecuación del plano es 2 = 5, y las dos ecuaciones juntas 


Je y] 
z=5 

determinan el conjunto de puntos que forman la circunferencia 
en color. Otro modo de escribir esto es así: denotemos un 
punto P de coordenadas (x, y, z) por Plx, y, z); entonces, el 
cilindro es el conjunto 

A =(P(x, y, 2) :(x, y, z)€ R?, 4 + = 1); 
el plano es el conjunto 

B = [P(x, y, 2) :(x, y, 2) R?, z = 5); 


y la circunferencia es el conjunto AN B. 


Podría decir que nuestras dos ecuaciones implican que x? + 
A E ; 5 : ' 
== 5 entonces, ¿es ésta la ecuación de una circunferencia? 

Compare los dos conjuntos siguientes, en R X RX R: 


(i) AN B, el conjunto de todos los puntos de coordenadas 
(x, y, 2) que verifican la ecuación 


fx? + y? =1 


v 


z= $; 


(ii) C, el conjunto de puntos de coordenadas (x, y, z) que 
verifican la ecuación 


2 2 
AS YA 5 

Nótese que todo punto de AN¡B tiene 2 = 5, de modo que 
sus coordenadas han de ser de la forma (x, y, 5), mientras que 
el punto de coordenadas (2, 2, 40), por ejemplo, está en C pero 
no está en AN B. Todo punto de AN B verifica las condi- 
ciones impuestas a C, pero, recíprocamente no se cumplen; por 
tanto, ANB es un subconjunto propio de C. Es natural que 
suceda así porque A(1B implica una restricción más fuerte 
en R X-R X R que C. Para pertenecer a C, (x, y, z) debe ser 


, z 
tal que x?* + y? sea lo mismo que 5 Para pertenecer a AMB, 
(x, y, z) debe ser tal que, no solamente x?+ y? sea lo mismo 

E , 
que 5 sino que ambas expresiones valgan, exactamente, 1. En 


realidad, los puntos de C forman lo que se denomina un para- 
boloide de revolución, y este paraboloide contiene la circun- 
ferencia en color. 
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Una generalización 


Supongamos que tenemos una función arbitraria de dos varia- 
bles, F, cuyo dominio es el plano xy, y que cortamos la superficie 


z = F(x, y) 


con el plano horizontal 


z=c(C 


x 


Se muestran en color varias curvas de nivel correspondientes 
a diversos valores dec. 


MB 15.2.2 


Discusión 


* * 


La curva resultante es la curva de nivel correspondiente a la 
altura c. Tomando varios valores de c obtendremos un con- 
junto de curvas de nivel que, cuando se miran desde arriba 
(a lo largo y hacia abajo del eje z), se asemejan a esto: 


Esto no es más que una generalización de los diagramas de 
presión y de alturas que utilizamos para introducir estas ideas. 


Los ejemplos anteriores nos han mostrado cómo podemos uti- 
lizar los planos paralelos al eje xy (planos horizontales) para 
describir superficies pero nosotros utilizaremos también planos 
paralelos al eje 2 (planos verticales). 


Consideremos la intersección de nuestra superficie arbitraria 
definida por 


z = F(x, y) 
con el plano 
y=b 


El efecto es semejante al que se produce cuando se rebana, di- 
gamos, un queso; en cada corte, la corteza roja del queso forma 
una curva diferente y, para cada valor de b en el diagrama an- 
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Definición 1 
* 


terior, obtenemos una nueva curva en color. La ventaja de esta 
idea es que reduce una superficie, que es difícil de trazar, a un 
conjunto de curvas, cada una de ellas en un plano, que podemos 
trazar en una hoja de papel. Matemáticamente hablando, hemos 
reducido una función de dos variables a un cojunto de funcio- 
nes de una variable, cada una de las cuales corresponde a un 
valor particular de b, y en particular a una curva de color. 


15.2.3 Ecuación general del plano 


Hasta ahora hemos buscado las superficies que corresponden a 
ecuaciones y funciones dadas. Ahora consideraremos el proble- 
ma inverso. ¿Podemos encontrar las ecuaciones correspondien- 
tes a unas superficies dadas? ¿Cuál es la ecuación de un plano? 
Conviene que sepamos que la respuesta a esta pregunta es un 
paso esencial en el camino de la solución de la optimización 
de funciones de dos variables. 


Supongamos que tenemos un plano que pasa por el punto (a, b, c) 
y que está inclinado un ángulo A en la dirección x y un ángulo 
B en la dirección y. Puede observar el significado de esta des- 
cripción usando el diagrama* recortable que, cuando se arma 
y se coloca sobre él una hoja de papel para representar el plano, 
toma una forma como ésta: 


El valor de z correspondiente a una escogencia arbitraria de 
(x, y) es sencillamente el resultado de sumar los tres términos 
de la derecha, en el diagrama anterior, 


z=c+(x-— ajtanA + (y — b)tan B, 
* El diagrama recortable se encuentra en la página 76 de este libro. 


48 


MB 15.2.2, 15.2.3 


15.2.3 


Discusión 
*R * 


P——- Xx-A ——>4—— y -b ——ool 


Ecuación (1) 


o 


E (vob) tan B 


(x-a) tan A 


que es la ecuación buscada del plano, supuesto que ni A ni B 


5 SiAoBes 5 entonces el plano es perpendicular al plano 


xy, y visto hacia abajo, a lo largo del eje z, lo vemos como la 
recta PQ. 


es 


En el plano xy podríamos representar la recta PQ por medio 
de la ecuación : 


ax+fy+ó=0 

En RX RX R esta ecuación representa el plano. 

Las ecuaciones (1) y (2) son casos particulares de la ecuación 
ax+By+yz+0ó=0 


donde «, 8, y y 3 son números reales independientes de 
x, y, z (véase también el ejercicio siguiente). Esta es la £cuación 
general del plano, Nótese, en particular, que el plano es hori- 
zontal (esto es, paralelo al plano xy) si «a = B = 0 (en otras 
palabras, cuando los ángulos A y B son ceros). 


Ejercicio 1 
(i) ¿Qué valores debemos darles a a, fB, y y ó para que la 
ecuación (3) sea idéntica a la ecuación (1)? 

(ii) ¿En qué puntos corta el plano ax + By + yrz+06=0a 
cada uno de los ejes coordenados? 

(iii) La ecuación Mx — a) + u(y — b) = 0 representa un 
plano perpendicular al plano xy que pasa por todos los 
puntos (a, b, 2), cualquiera que sea el valor de z. ¿Qué 
efectos tiene sobre el plano la variación que podamos 
hacer de los valores A y 1? 

(A y u son las letras griegas llamadas, respectivamente, 
“lambda” y “mu”.) 
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Ecuación (2) 


«Ecuación (3) 


Ejercicio 1 
(3 minutos) 


Solución 1 

(i) a = tan A 
fB = tan B 
e -1 


ó=c—atanA — btan B 
(ii) Si «4 0, el plano corta el eje x en el punto cuyas co- 


ordenadas son [0 o) 


Si a =0, la ecuación del plano es By + yz + 6=0: 

(a) Si 5 0, entonces y y z no pueden ser, simultánea- 
mente, iguales a cero porque, en tal caso, el plano no 
corta al eje x. 

(b) Si ¿=0, la ecuación del plano es By + yz = 0. 
Todos los puntos de la forma (x, 0, 0) están en este 
plano y, así, el plano contiene todo el eje x. 

Un argumento semejante se puede usar para los otros ejes 

coordenados. 

(iii) La variación de A y u altera la recta a lo largo de la 
cual el plano corta al plano xy, pero no hace variar la 

condición de perpendicularidad respecto al plano xy. M 


15.3 LAS DERIVADAS PARCIALES Y LA 
OPTIMIZACION DE FUNCIONES 
DE DOS VARIABLES 


15.3.0 Introducción 


Hemos deducido la ecuación general de un plano pero lo que, 
en realidad, necesitamos es la ecuación del plano tangente en 
un punto a una superficie dada. Podemos, después, imaginar 
que este plano se mueve sobre toda la superficie y esperamos 
que este concepto nos dará una técnica para encontrar el valor 
máximo (o el mínimo) de la función correspondiente, del mis- 
mo modo que una idea semejante nos ayudó en las funciones 
de una variable. Por el momento necesitamos algo semejante a 
la derivada de una función de una variable, que nos resultó tan 
útil cuando discutíamos la razón de cambio. El concepto corres- 
pondiente que vamos a examinar es el de derivada parcial. 


Ante todo, daremos una idea intuitiva del concepto de deriva- 
da parcial. Imagínese que se encuentra en un cruce de caminos 
en la ladera de una colina; un camino corre de este a oeste, y 
el otro de norte a sur. De una manera muy basta y general, po- 
demos decir que las pendientes de cada uno de los dos caminos 
son las derivadas parciales de la función, que está representada 
por la colina, en el punto donde se cortan los caminos. Si el 
cruce de los caminos se encuentra en la cumbre, entonces am- 
bas pendientes serán iguales a cero. Es esta la idea intuitiva 
que queremos precisar; el siguiente ejemplo nos 'levará en la 
dirección correcta. 
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Solución 1 


15.3 


15.3.0 


Introducción 
* KR 


La discusión geométrica del ejemplo tiene por objetivo ayu- 
darlo a comprender las definiciones posteriores. Algunas perso- 
nas tienen gran dificultad en imaginar figuras tridimensionales, 
y si a usted no le gusta la geometría, lo mejor que puede hacer 
es ir directamente a las definiciones. No emplee mucho tiempo 
en la discusión geométrica, si la encuentra difícil. 


Ejemplo 1 

Considere la superficie que representa la función 
Fax y 4/1 (4 y?) ((ay)eR x R,x? + y? < 1) 

El dominio de F está representado en el plano xy por todos los 

puntos del círculo (incluida la circunferencia) de radio 1 y 

centro en el origen. 


Si hacemos 2 = VI — (x* + y?), se sigue, entonces, que x? + 
2 2 E 
yz" ==, 


La distancia de cualquier punto P(x, y, 2), de RX RXR al 
origen es Vx? + y? + 2?. Esto se puede ver en el diagrama 
usando primero el teorema de Pitágoras en el triángulo ONM y, 
después, en el triángulo OMP. Puesto que los puntos de la su- 
perficie verifican la ecuación x? + y? + 2? = 1, se sigue que 
cualquier punto P de la superficie debe estar a una distancia 1 
del origen y, puesto que z es positivo, la ecuación (1) representa 
una semiesfera. 


En términos de nuestra discusión intuitiva, esta semiesfera es 
la colina. 

Ahora escogeremos un punto Q en la ladera de la colina y su- 
pondremos que Q es nuestro cruce de caminos; además, supon- 
dremos también que los caminos que se cortan en Q pertenecen 
a planos que son respectivamente paralelos a los ejes x y y. 
Cualquier punto Q nos sirve, pero para esta ilustración esco- 


1 
geremos Q como el punto cuyas coordenadas son [3,0 YA 
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Ejemplo 1 


Ecuación (1) 


MB 15.3.0 


El punto Q de coordenadas l O, -) está en la superficie con- 


siderada y en el plano y = 0. Si cortamos la semiesfera por 
el plano y = 0 a través de Q y, después, miramos a lo largo 
del eje y, veremos la semicircunferencia que en los diagramas 
siguientes aparece repintada. 


El plano y =6 


El plano y =0 


Podemos suponer que la curva en color es el camino que pasa 
por Q con la dirección del eje x; más adelante veremos la impor- 
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tancia de poder calcular la pendiente de tales curvas en un 
punto arbitrario Q. 


Ahora, encontraremos la pendiente de la semicircunferencia en 


2 AZ 
está determinada por las ecuaciones: 


2=.1 =(x* + y) 


y=0 


1 3 
el punto Q de coordenadas E 0) %7). La semicircunferencia 


de modo que, sobre la curva, tenemos que 


a= => (xe[—1, +1])) 


Ahora bien, una relación de este tipo define una función, f, 
tal que 


La —+./1 =x* (xe[—1, +1)) 


Como lo que nos interesa es la pendiente en Q, calcularemos la 
derivada f(x). Obtenemos 
—x 


Ak : ; 


== 


1 1 
que toma el valor =7 cuando x = - 
3 


2 
Supogamos ahora que queremos la pendiente del otro camino 


en Q. Primero cortamos la semicircunferencia con el plano 


a ==): 


” 


El plano 
x- 
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La curva en color está determinada por las ecuaciones: 
x=) 
de modo que, sobre la curva, tenemos que 
2=y1-(4+y)) 
ar (lt) 


z 2 


Esta relación define una función, f, tal que 


3 3 
a A [ye [4 + )) 
Calculamos la derivada fa( y). Obtenemos 
==) 
FI) = === 
y4- y 
que toma el valor O cuando y =0 (la pendiente de la curva 


en Q parece ser cero en el diagrama, de modo que este resultado 
no es sorprendente). 


15.3.1 Definición de derivadas parciales 15.3.1 
Después de haber trabajado los ejemplos anteriores, supondrá Definiciones 
que debe haber un método más rápido y, de hecho, lo hay. Son, een * 


sin embargo, las ideas intuitivas de ese ejemplo las que nos 
indican el camino. E 


Examinemos la función F desde un punto de vista ligeramente 
diferente. Sabemos que 


Fx, y Y41 — (2 + y?) (0% y) e [(x, y):x? + y? < 1)) 


Si mantenemos y constante, digamos y = b, obtenemos una 
nueva función (de una variable): 


fux— Y -(x2+b?)  (xe[-/1-—b?,+ Y 1 — b?), 


% e: —X 
NOS) Apra 5 +» »> 


Del mismo modo, si conservamos x constante, x = a por ejem- 
plo, entonces obtenemos una nueva función (de una variable): 


Say — 41 (a + y?) (ye[-/1- a?,+ /1 — a?), 


e 


FAY) = HA 
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Dominio de f, 


Dominio de F 


Las pendientes de los caminos que pasan por el punto Q, 


ME= 2 
vadas fi(3) y f2(0) respectivamente (tomando a = 4 y 
= 0). 


La expresión f(x) da la pendiente de la superficie (definida 
por la función F) en la dirección del eje x en el punto (x, b); 
esto es, f(x) es la razón de cambio de F con respecto a x 
cuando y tiene el valor constante b. 


1 3 
E 0 YA, paralelos a los ejes x y y vienen dadas por las deri- 


Del mismo modo, f,(y) da la pendiente de la superficie en la 
dirección del eje y en el punto (a, y); esto es, faly) es la 
razón de cambio de F con respecto a y cuando x tiene el valor 
constante a. 


Como habíamos escogido el punto de coordenadas l 0) 


tomaremos a = 3 y b = 0. Ahora bien, queremos conocer las 


pendientes (razones de cambio) que corresponden a un punto 
cualquiera de la superficie definida por F; esto es, ahora quere- 
mos hacer variar a y b. Esto significa que necesitamos expresar 
las pendientes en términos de funciones de dos variables. Para 
ello, definimos dos nuevas funciones F, y F%, mediante las 
ecuaciones: : 


F(x, y) = pa ((x, y) e [(x, y):x? + 1? <1)) 
di 1 — (x? + y?) á 


: <= y 
Fy(x, y) = HA ((x, y) € ((x, y):x? + y? < 13) 
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Llegamos así a la siguiente definición de derivadas parciales 
de una función, F, de dos variables x y y. 


La derivada parcial de F con respecto a la primera variable, 
x, en (x, y) es 


F(x + h, y) — F(x, y) 


E 1 h 


La derivada parcial de F con respecto a la segunda variable, 
y, en (x, y) es 
F(x, k) — F(x, 
aia (x, y + k) — Fs, y) 
k-0 k 


Para obtener las dos derivadas parciales, basta conservar cons- 
tante cada una de las variables (una cada vez) y derivar con 
respecto a la otra. 


Ejemplo 1 
Si 
G:(x, y)——2xy + x? (y eR x R) 


entonces, derivando con respecto a x en (x, y), consideramos y 
como constante y obtenemos 


Gi (x, y) = 2y + 2x 


y, derivando con respecto a y en (x, y), consideramos x como 
constante y obtenemos 
Ax, y) = 2x. 
(Aplicando directamente las definiciones tenemos que 
[ly + h) + (x + hy? — (2xy + x? 
69 = li | E ) 


; 2 + 2xh + z) 
= lím | =————— 


tab 2 
a lim te + k) + -a (2xy + x ) 
k- 


= lim [2 
ol k 


= 2X ll 


Ejercicio 1 

Encontrar las derivadas parciales en (x,y) de las funciones 
definidas por las siguientes ecuaciones; el dominio de todas 
estas funciones es R X R. 

() F(x y) = x? + y? 

(ii) G(x, y) = x exp (xy) 
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Definición 1 


hh * 


Definición 2 


*RoQ osa 


Ejemplo 1 


Ejercicio 1 
(2 minutos por cada parte) 


(11) A(x, y) = xsen(x + y) 
(iv) P(x, y) = x* + y* — 4x?y S 


Otra notación 
Hay varias notaciones para las derivadas parciales; la más 
A 
' ( e , 
común es -—— que corresponde a nuestra notación F';(x, y). 
» :OX 


Probablemente esta notación se originó en la notación - que 
dx 
utilizamos comúnmente para denotar la derivada de una fun- 


ción, f, de una variable. Si utiliza la notación , entonces 


Ox 
debe tener sumo cuidado más adelante. Por ejemplo, no es ge- 
p OF 0x . oF 
neralmente cierto que sí equivalga a ar como parece 

sugerir la notación misma. 


Las notaciones F, o F, también son muy comunes. 


15.3.2 El plano tangente 


Es probable que tenga una noción intuitiva de lo que queremos 
decir cuando hablamos del plano tangente a una superficie en 
un punto particular. No es más, después de todo, que el plano 
que se asienta confortablemente sobre la superficie en el punto 
considerado. Una vez más supondremos que nuestras superficies 
son suaves y que no presentan picos agudos. Por ejemplo, sería 
muy difícil decidir cuál es el plano tangente al vértice de la 
aguja de una iglesia. 


e, A, nl aL 


7) 


MB 15.3.1 


Notación 
* 


15.3.2 


Discusión 
* $ 


(continúa en la página 58) 


Solución 15.3.1.1 


(i) F¡(% y) = 2x 
Fax, y) = 2y 
(ii) G,(x, y) = exp (xy) + xy exp (xy) 
2%, y) = x? exp (xy) 
(ii) H(x, y) = sen(x + y) + xcos(x + y) 
Hi(x, y) = xcos(x + y) 
(iv) Pi(x y) = 4? — 8xy* 
yx, y) = 4y? — 12x? y” 2 


(viene de la página 57) 


Por otra parte, es muy fácil imaginar un plano tangente a un 
punto de una esfera pulida. 


Ahora definiremos el plano tangente a un punto de una super- 
ficie suave. Supongamos que tenemos una superficie defirrida 
por 


Fix y) Fix y) (o y)eR x Ri), 
y que deseamos definir el plano tangente en el punto Q cuyas 
coordenadas son (a, b, Fla, b)). Hemos visto en el ejercicio 
15.2.3.1 (iii) que la ecuación 

Ax — a) + uy —b)=0 


define un plano que pasa por Q y que es perpendicular al plano xy. 
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Solución 15.3.1.1 


La intersección de este plano con la superficie es una curva 
(que aparece en color en el diagrama). Esta curva pasa por Q 
y tiene una recta que es tangente en Q (esta recta se ha traza- 
do en negro). Si variamos los valores de y y y, el plano girará 
alrededor de la recta vertical que pasa por Q y, a cada par de 
valores de A y u, aparece una recta tangente distinta. Si 
todas estas rectas tangentes en Q se encuentran en un mismo 
plano, entonces llamaremos a este plano el plano tangente en Q. 


La ecuación del plano tangente 


El propósito de suponer que las superficies son suaves es poder 
implicar que existe un plano tangente a la superficie 2 = F(x, y) 
.en Q pero, ¿cómo podremos encontrar la ecuación de ese plano? 


Supongamos que tomamos los valores particulares 4 = 1,1 =0, 
en la ecuación Mx — a) + u(y — b) =0. 


Entonces, lo que obtenemos es una ecuación muy sencilla: 
y=> b, 


y la pendiente de la curva de intersección correspondiente 
en Q es F) (a, b). 


En otras palabras, F' (a,b) es la pendiente de la tangente 
a esta curva en Q. 


En el diagrama siguiente, la curva de intersección aparece en 
color, y la recta tangente a esta curva en Q se ha trazado en 
negro. 
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Definición 1 
kh kk * 


Tema principal 
hk h * 


MB 15.3.2 


El plano y= 


La pendiente de esta 
recta es F, (a,b) 


x 


La pendiente de la recta tangente que se muestra en el diagra- 
ma anterior es, sencillamente, F (a,b) y, del mismo modo, 


la pendiente de la recta correspondiente a la dirección y es 
F 5 (a, b). 


La pendiente de esta 
recta es Fz (a,b) 


Ahora podemos utilizar nuevamente nuestro modelo recortable. 


Esta vez lo usaremos para encontrar la ecuación del plano tan- 
gente en Q. 


2 La pendiente de esta 


recta esF; (a,b) 
La pendiente de esta 


line is F, (a,b) 


En la fórmula de la página 48 tomaremos, sencillamente, tan A = 
F'(a, b), tanB = F5(a, b) y c = Fla, b). En el último dia- 
grama podemos ver que cualquier punto del plano tangente 
tiene unas coordenadas (x, y, 2) que verifican la ecuación 


z = Fla, b) + F;(a, bx — a) + F¿(a, bMy — b) 


y esta es la ecuación del plano tangente a la superficie en 
(a, b, Fla, b)). 


Ejercicio 1 


Encontrar la ecuación del plano tangente a la superficie corres- 

pondiente a cada una de las funciones siguientes, en el punto 

de coordenadas (a,b); en todos los casos el dominio es 

RXR). 

(1) F:(o y) x? + y? 

(11) G:(x, y) —— x exp (xy) 

(iii) H:(x, y) —— x sen(x + y) 

(iv) P:(, y) ——x* + y* — 4x?y?. 

(Usted debe poder utilizar los resultados del ejercicio 15.3.1.1.) 
. E 

Ejercicio 2 

Encontrar la ecuación del plano tangente a la superficie de- 

finida por 


F :(x, y) (4 — 2x + y) /x? — y? 
((, y) € [(x, y):0 < y < x < 2)) 
en el punto (a, b, Fla, b)). (Este ejercicio está íntimamente 


relacionado con el problema del acueducto que discutimos en 
la Sección 15.2.0.) E 


15.3.3 Optimización de funciones de dos 
variables 


No hay duda que encontrar el máximo (o el mínimo) absoluto 
de una función de dos variables es, en general, más difícil que 
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Ecuación del 
plano tangente 
Xx * % 


Ejercicio 1 
(2 minutos para cada parte) 


Ejercicio 2 
(3 minutos) 


15.3.3 


Discusión 
* * 


(continúa en la página 62) 
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Solución 15.3.2.1 Solución 15.3.2.1 


(i) z = a? + b? + 2a(x — a) + 2b(y — b) 
(ii) z = aexp (ab) + (ab exp (ab) + exp (ab)(x — a) + a? exp (abl(y — b) 
(iii) z = asenía + b) + (sen(a + b) + acos (a + b)Mx — a) 
+ acos (a + b)(y — b) 
(iv) z = a* + b* — 4a?b* + (4a? — 8ab*)(x — a) 
+ (4b?* — 12a?b%)N(y — b) | 


Solución 15.3.2.2 Solución 15.3.2.2 


Primero, tenemos que encontrar las derivadas parciales: 


F(x, y) = -2 AA ANS 
E 


r y 
Fx, y) = /x* — y? — (4 2x + Y—_=3 : 
y/x* — y 


Así, la ecuación del plano tangente es 
z = (4 — 2a + b),/a? — b? 


+ [-2/ -b? + A - a) 


3 (4-2a+b 
a 


TEA 


Desafortunadamente, este resultado no se puede simplificar; 
incluimos este ejercicio por su relación con el problema del 
acueducto. El 


¿L 


(viene de la página 61) 


encontrar el máximo (o el mínimo) absoluto de una función de 
una variable. Podríamos decir que “es más de dos veces difícil”. 
En el caso de una función derivable, f, de una variable, con 
dominio [a,b], basta localizar los puntos estacionarios, 
investigar su naturaleza y, después, examinar los valores de 
fla) y f(b). El dominio de una función (real) de dos variables 
es un subconjunto de RX R, y en vez de tener dos puntos 
extremos, tenemos una curva como frontera de nuestro dominio. 
Por ejemplo, ya hemos discutido la función 


Fay Y 1 — (+ y?) (xy) e ((% y) ix? + y? <1)) 


El dominio tiene como frontera la circunferencia x? + y? = 1 
en el plano xy. 


Supongamos que queremos encontrar el máximo (o el mínimo) 
absoluto de las imágenes de una función F de dominio A, donde 
A es un subconjunto de RX R. Los puntos donde el plano 
tangente es paralelo al plano xy, en la superficie definida por 
z = F(x, y), serán, sin duda, de interés. Esto nos lleva a nuestra 
siguiente definición. 
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Si Fi(a, b) = 0 y Fr(a, b) = 0, entonces (a, b) es un punto 
estacionario de F. Nótese que, como el plano tangente en un 
punto estacionario, es paralelo al plano xy, su ecuación es, sen- 
cillamente, 2 = Fla, b). 


15.3.4 Máximos y mínimos locales 


Es posible que las definiciones rigurosas de máximo local y de 
mínimo local resulten ahora un poco difíciles; por esa razón, 
daremos primero definiciones intuitivas. 


Si (a, b) es un punto del dominio de F y si Fíx, y) < Fla, b) 
para todo par (x,y) del dominio de F suficientemente cerca 
de (a,b), entonces decimos que F tiene un máximo local en 
(a, b). 


Si (a,b) es un punto del dominio de F y si Fíx, y) > Fla, b) 
para todo par (x, y) del dominio de F suficientemente cerca 
de (a,b), entonces decimos que F tiene un mínimo local en 
(a, b). 


Podríamos decir que, si cae una lluvia sobre la superficie, se 
forman charcos en los mínimos locales y que, cuando los charcos 
se rebosan el agua corre hacia el mínimo absoluto. 


La dificultad de las definiciones dadas está en que esas defi- 
niciones dependen del significado que demos a la expresión 
“suficientemente cerca”. Por tanto, es esta expresión la que 
necesita definirse rigurosamente. 


Si tomamos como guía el análisis que hicimos en el caso de las 
funciones de una sola variable, entonces necesitamos un con- 
junto “pequeño” de R X R donde antes teníamos un intervalo 
pequeño, [c — e, c + e] de R. El conjunto más adecuado es, 
en este caso, un subconjunto de R X R formado por un círculo. 


Denotemos por Sía, b, e) el conjunto f(x, y):(x — a)? + 
(y — b)? < e], que es un círculo de centro en el punto (a, b) 
y de radio e. 


S(a,b,e) 
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Definición 1 


k $ *x 


15.3,4 


Definiciones 
E 


Definición intuitiva 1 
 * * 


Definición intuitiva 2 
Ss +» 


Discusión 
* * 


Sea F una función de dominio A CE RX R. Entonces, siguien- 
do el modelo de nuestras definiciones correspondientes a fun- 


ciones de una variable, enunciaremos las siguientes definicio- 
nes formales. 


Si existe un número positivo e tal que Fíx, y) < Fla, b) para 
todo par (x, y) € AN Sía, b, e), entonces decimos que F 
tiene un máximo local en (a, b). 


Si existe un número positivo e tal que Fíx, y) > Fla, b) para 
todo par (x, y) E AN Sía, b, e), entonces decimos que F 
tiene un mínimo local en (a, b). 

Echemos una mirada al conjunto A 7 Sía, b, e). Supongamos 
que el conjunto del diagrama siguiente es el conjunto A. 


2” 


- 
A” 


Ss 


's 


Si representamos S por una moneda, entonces, cuando colo- 
camos la moneda sobre el conjunto, tenemos que la parte de A 
que está cubierta por la moneda es el conjunto A Nr) Sía, b, e). 


El punto (a,b) es, por supuesto, el centro de la moneda, y e 
es su radio. 


Ejemplo 1 


(i) 


AnS(a,b,e) 
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Definición 1 
kx Rx * 


Definición 2 


k * * 


Ejemplo 1 


Z 
Máximo absoluto 


(ii) 


Máximo local 


q 


y 


Igual que sucede en las funciones de una variable, tenemos 
aquí dos problemas principales. Un punto estacionario no ha 
de ser, necesariamente, un máximo local o un mínimo local. 
Los puntos estacionarios de esa clase se llaman puntos de silla 
(por razones obvias). 


Plano tangente horizontal en un punto de silla 


En otras palabras, la existencia de un plano horizontal, tangente 
a la superficie, no garantiza la existencia de un máximo local 
o de un mínimo local. 


El segundo gran problema es que los máximos locales, o aun el 
máximo absoluto, pueden estar en la frontera del dominio; lo 
mismo puede decirse de los mínimos locales y absolutos. Si nos 
limitamos a buscar puntos estacionarios, podemos perder 
puntos de esta clase. 


Intentaremos superar el primer problema, pero en este curso no 
tenemos tiempo de buscar un modo de superar el segundo pro- 
blema. En general, el segundo problema no es tan serio cuando 
se aplican los métodos a situaciones físicas reales porque la 
información proveniente de la situación misma nos ayudará, 
con frecuencia, a decidir la naturaleza del punto que estemos 
considerando. 
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Discusión 
*+ 


Definición 3 


* 


MB 15.3.5 


15.3.5 El problema del acueducto 15.3.5 


Ya estamos, por fin, en situación de resolver el problema del Ejemplo 
ingeniero que tiene que diseñar el acueducto, que mencionamos > 

en la página 33. Lo dejamos en el momento en que tenía que 

escoger los valores de x y y que dieran un valor máximo absoluto 

a la función: 


F ¿(x, yy (4 — 2x + y) /x? — y?,  ((x, y) [0,2] x [0,2] yl y< x) 


Es importante notar que no necesitamos trazar la superficie 
definida por la ecuación 


2=(4-2x + y yx? — y?, 


en efecto, deseamos evitar esto si es posible. 


En el ejercicio 15.3.2.2 encontramos que 


Fi (a, b) = =Dhfa? =b? + Ele — 2a + b) 
al — 


a Ja 20 +» 
2_p? 


F(a,b) = Ja? =D0S JE 


El plano tangente es horizontal si F¡(a, b) = F2(a, b) = 0, 
de modo que necesitamos resolver el par de ecuaciones 


-2/ar =p? ota Jus — 20 +6) =0 


=5 b 
2 2 e 
fal —b [ple + =0 
que, simplificadas, se reducen a 


54 2a +b)= a? — 


b(4 — 2a + b) = a? — b? 
Estas ecuaciones se verifican simultáneamente si b = - y, 


después, sustituyendo b en la primera ecuación, obtenemos 
a = 3 y, por consiguiente, b = 3. (La otra* solución, a = 
b = 0, corresponde, evidentemente, a un valor mínimo de 
F(x, y), a saber, 0.) El valor correspondiente del área de la 


0 4 , 
sección trasversal es WE = 2,3, que se obtiene cuando se rem- 
plaza x por % y y por 3 en la expresión que define a Fx, y). 
(Recuérdese que, cuando los lados son perpendiculares, el valor 


máximo del área de la sección trasversal es 2.) 


Seguramente que el ingeniero encontrará este resultado de Discusión 
gran interés. Con sólo efectuar un sencillo cálculo, puede aumen- a 
tar el caudal en un 15% sin que ello signifique costo adicional 


*La solución a = b = 4 no corresponde a un punto del dominio de F. 
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alguno. Ahora tiene un valor mayor para el área, y eso debe 
causarle satisfacción. Sin embargo, sería mejor aún, si pudiera 
asegurar que el valor encontrado es el mayor posible. 


En este caso tenemos justificada razón para admitir, dados 
los orígenes físicos del problema, que el punto donde el plano 
tangente es horizontal nos da un máximo local de F. No obs- 
tante, no siempre podremos tener esta certeza y, así, sería 
conveniente tener como ayuda una técnica que nos permitiera 
distinguir entre máximos locales, mínimos locales y otros 
puntos donde el plano tangente es horizontal. Ese es nuestro 
próximo objetivo. Comenzaremos por considerar un problema 
muy fácil, cuya respuesta conocemos de antemano. 


15.3.6 Una técnica útil 15.3.6 


Ejemplo 1 Ejemplo 1 
Encontrar el valor mínimo absoluto de la función 


F (x.y) x? + 2y? ((x, y)eR x R) a 


Solución del ejemplo 1 


Puesto que los dos términos de la derecha son positivos o cero, 
la respuesta es, obviamente, 0. Esto ocurre cuando x = y = 0. 


Ahora utilizaremos este ejemplo para comprobar una técnica Discusión 
de clasificación de puntos estacionarios, técnica que podremos dé 
usar cuando la respuesta no sea tan obvia. 


La superficie 2 = x? + 2y? es semejante a esta: 
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Note que 
F (a,b) =2a y 2(a, b) = 4b, 
y, por consiguiente, el punto correspondiente a a =b =0 


es un punto estacionario, lo cual confirma lo que ya sabíamos. 


La idea esencial de nuestra técnica es la siguiente: córtese la 
superficie a lo largo del plano cuya ecuación es 


y=xtanq, 


para obtener la curva que se muestra en color. 


Según el diagrama, es obvio que la curva en color tiene un mí- 
nimo en 0. Ahora bien, ¿podemos demostrar matemáticamente 
que es este el caso (con lo cual, el diagrama es redundante)? 


La curva está determinada geométricamente como la inter- 
sección del plano, f(x, y):y = xtanaj|, y la superficie 
Vx, y):z = x? + 2y?], o, más brevemente, está determinada 
por las ecuaciones 


¿= E + 2y 


y=xtana 


Si r es la hipotenusa del triángulo rectángulo de catetos x y y 
(mostrado en el diagrama anterior), entonces la segunda ecua- 
ción se puede remplazar por 

x=rcos4u y  y=rsena. 


Entonces, en la curva tenemos que 


z = r?(cos? a + 2sen? a) 


r?(1 +sen? a). 


de manera que la curva 2(= F(x, y)) toma su valor mínimo 
cuando r =0. 


En casos más difíciles podemos adoptar la siguiente línea de 
razonamiento para conseguir el resultado que se busca. 
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La ecuación 2 = r?(1 + sen?a) define una función de una 
variable: 


DN (reRg) 
Derivando, obtenemos 


$P'(r) = 2r(1 +sen? a) 


$ "(r) = 2(1 + sen? a). 


En particular, ¿''(0) = 2(1 + sen? a), de modo que ¿”'(0) > O 
y, por consiguiente, la curva tiene un mínimo local en r = 0. 


El punto esencial acerca de la ecuación ¿''(0) = 2(1 + sen? a) 
es que nos muestra que ¿''(0) > O para todos los valores de «, 
de manera que todas las posibles curvas obtenidas de esa ma- 
nera tienen un mínimo local en 0. Esto parece probar de manera 


concluyente que F tiene un mínimo local en 0 (de modo que : 


se confirma el resultado que ya conocíamos). (5) 


En cierto modo, podemos decir que la técnica se resume en 
esto: trace un corte vertical en la superficie a través del punto 
de interés. Este corte revelará una curva semejante a la de 
nuestro ejemplo. Si todas las curvas tienen un mínimo local en 
ese punto, entonces esperamos que la curva tenga un mínimo 
local allí. El siguiente ejemplo volverá a ilustrar esa idea. 


Esta técnica de clasificación de los puntos estacionarios es 
adecuada cuando la superficie es “suave” y, en verdad, es apli- 
cable a todos los problemas que aparecen en el curso básico. Es 
sorprendente, sin embargo, que se pueda construir una super- 
ficie donde todas las curvas tengan un mínimo local en el origen 
pero que la superficie no tenga un mínimo local en ese punto. 
Tal superficie no puede ser “suave”. Intente describir una su- 
perficie como esa. 


Ejemplo 2 (Este ejemplo tiene aplicaciones en estadística.) 


Dados tres puntos cuyas coordenadas son (1, 1), (2, 3) y (3, 4), 


encontrar una recta, de ecuación y = mx + c, tal que la 
suma de los cuadrados de las distancias de los puntos a la 
recta sea un mínimo. Bñ 
y 
(3,4) 
4 
(2,3) d, 
3 | 
4 a 
+6 L (3,3m+c) 


2 A 22m) 
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Ejemplo 2 


Solución del ejemplo 2 


En el diagrama, d,, d, y d; son las tres distancias. Quere- 
mos miniminar el valor de 


+ d+ d=(m+c- 1) + (2m+ c— 3) + (3m + c<-— 4)?; 


por consiguiente, podemos definir una función F de codomi- 
nio RXR así: 


F(m,c) = (m + c— 1)? + (2m + c— 3) + (3m + c— 4)? 
Tenemos, entonces, que 
F'¡(m,c) = Am + c— 1) + 4Qm + c— 3) + 6(3m + c — 4) 
= 28m + 12c — 38 


F'(m,c) = 2(m + c — 1) + 22m + c — 3) + 23m + c— 4) 
= 12m + 6c — 16 


Los valores de m y c para los cuales F'i(m, c) = F3(m,c) =0 
están determinados por las ecuaciones 


14m + 6c - 19=0 

12m + 6c - 16=0 
de donde deducimos que 
Estos valores de m y c determinan un punto estacionario de F, 
pero, ¿es este punto estacionario el mínimo absoluto? ¿Po- 
dríamos demostrar que el punto estacionario es, al menos, un 


mínimo local? Tratemos de aplicar el método de nuestros ejem- 
plos precedentes. 


Nuestras variables son m y c, en vez de x y y. Por consiguiente, 
cortamos nuestra superficie desconocida con planos perpen- 
diculares al plano mc y que pasan por el punto (3, —3). La 
ecuación de un plano típico es 


c+3j=(m-—3)tana 

e, igual que antes, podemos sustituir esta ecuación por 
m=3+rcosqa = —3 + rsena 

donde r es ahora la distancia entre el punto (m, c) y el punto 


(3, —3). Sustituyendo m y c por estas expresiones en la ecua- 
ción (1), obtenemos la función 4 definida por 


p(r) = (r(cos a +sena) + $)? + (r(2cos a +sena) — $)? 
+ (r(3cosa +sena) + ¿Y?  (reRi) 
Derivando dos veces obtenemos 
$"(0) = 2((cos a + sena)? + (2cos a +sena)? 
+ (3 cos a +sena)?) 


y, por consiguiente, ¿''(0) > O para todos los valores de « 
(puesto que los cuadrados no pueden ser simultáneamente igua- 
les a cero); por tanto, el punto estacionario es un mínimo local. 
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Ecuación (1) 


Puesto que solamente hay un punto estacionario y es un míni- 
mo local, parece muy probable que hemos.encontrado los va- 
lores requeridos de m y c. Así, la ecuación de la recta buscada 
es 6y = 9x — 2. 


En este caso no se presenta la dificultad con los puntos de la 
frontera del dominio de F porque el dominio es todo el con- 
junto RX R, y no hay, por tanto, puntos frontera. Ahora bien, 
para estar completamente seguros debemos encontrar las imá- 
genes de la función cuando r es muy grande. Por el momento 
evitaremos esta dificultad también. |] 


Ejercicio 1 


Encontrar la ecuación de la recta (en color) que produce el valor 
mínimo de p? + p? + p?. 


Ejercicio 2 


Encontrar el punto P tal que la suma Sí + S3 + S3 es mínima. 
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Ejercicio 1 
(4 minutos) 


Ejercicio 2 
(3 minutos) 


MB 15.3.6 
Solución 1 Solución 1 


Si escribimos la ecuación de la recta en la forma y = mx +c 
llegaremos a unas expresiones algebraicas complicadas. Es 
más conveniente, en este ejercicio, escribir x = my + c como 
ecuación de la recta; tenemos, entonces, que 


pi+ pi + p3= (1 (m+c)? +(Q— (Bm + c))? + (3— (4m + c)) 
= 26m? + 16mc + 3c? — 38m — 12c + 14 


Así, F es la función definida por 


F :(m, c)/|— 26m? + 1l6mc + 3c? — 38m — 12c + 14 
(Gm, c)eR x R)) 


Entonces, para un punto estacionario tendremos que 
F'(m, c) = 52m + 1l6c — 38 =0 
¿(m, c) = 16m + 6c - 12=0 
La solución de este par de ecuaciones es 
m=x%, c=3 


Un trabajo semejante al que desarrollamos en el texto nos pro- 
baría que estos valores de m y c producen un mínimo local. Así, 
pues, la ecuación de la recta es 


14x =9y+4 | 


Solución 2 Solución 2 


La suma 

Si + 87 + 82 =(x — 1) + (y — 2)? + (x — 2)? 

+ (y — 19 + (x — 47 + (y - 3) 
= 3x? + 3y? — 14x — 12y + 35 

Por consiguiente, definiremos F como la función 

F :(x, y) 3x? + 3y? — 14x — 12y + 35 ((, y)eR x R) 
Tenemos que 

Fi(x, y) = 6x — 14 

FAx, y) = 6y — 12 


Así, para un punto estacionario, x = 2] y y = 2. 


Una vez más, podemos usar el argumento dado en el texto o 
las condiciones geométricas del problema para convencernos 
de que (23, 2) corresponde, en realidad, al punto P que da 
lugar a una suma mínima. | 
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15.4 RESUMEN Y CONCLUSIONES 
15.4.1 Resumen 


Nuestro problema original consistió en encontrar el máximo 
valor absoluto alcanzado por las imágenes de una función f. 
El problema es difícil pero podemos adelantar algo si logramos 
encontrar los máximos locales. Sabemos que el valor máximo 
absoluto pertenece al conjunto de los valores máximos locales; 
es el mayor elemento de ese conjunto. 


El conjunto de los 
valores máximos 
locales 


eEl valor máximo 
absoluto 


Esperamos localizar los máximos locales localizando, primero, 
los puntos estacionarios y, después, examinando su naturaleza, 
pero hay dos complicaciones: 


(i) Los máximos locales que se encuentran en la frontera del 
dominio no son necesariamente puntos estacionarios. 

(ii) Los puntos estacionarios pueden ser, también, mínimos 
locales o puntos de silla. 


Máximos Mínimos 
locales locales 


Puntos 
estacionarios 


Podemos encontrar el conjunto que hemos enmarcado en color, 
usando los distintos métodos que hemos desarrollado. Para una 
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15.4 


15,4.1 


Resumen 
* 


función de una sola variable, definida en un intervalo [a, b], 
solamente existen dos puntos frontera, y podemos emplear la 
estrategia que desarrollamos en la Sección 15.1. Para las fun- 
ciones de dos variables la situación es más difícil porque en 
estos casos existe, en general, un conjunto infinito de puntos 
frontera. En estos casos falla nuestra estrategia anterior porque 
no podemos comprobar uno por uno todos los elementos de un 
conjunto infinito para encontrar el mayor. No obstante, con 
frecuencia los orígenes físicos del problema nos dan informa- 
ción útil que nos permite resolver el problema. 


15.4.2 Conclusiones 


En esta unidad nos hemos dedicado casi por completo a la 
optimización de funciones, y nuestros argumentos se han ba- 
sado totalmente en razonables nociones geométricas. Como 
hemos dicho varias veces, las cosas pueden ir completamen- 
te mal. 


Nuestros razonamientos han sido casi completamente heurís- 
ticos y vale citar aquí a Polya: 


“El razonamiento heurístico no pretende ser riguroso y defi- 
nitivo sino solamente razonable y provisional, y su intención 
es descubrir la solución del problema presente. Frecuente- 
mente nos vemos obligados a usar el razonamiento heurístico. 
Alcanzaremos la certeza completa cuando hayamos obtenido 
la solución completa pero, antes de lograr la certeza, tenemos 
que conformarnos, frecuentemente, con conjeturas más oO 
menos razonables. Necesitamos lo provisional antes de con- 
quistar lo definitivo. Necesitamos el razonamiento heurístico 
cuando construimos una demostración rigurosa del mismo 
modo que necesitamos los andamios para construir un edi- 
ficio... El razonamiento heurístico es bueno por sí mismo. 
Lo malo está en mezclar un razonamiento heurístico con una 
demostración rigurosa. Y peor aún es vender un razonamiento 
heurístico como si fuera una demostración rigurosa”. 


Habrá observado que hemos sido muy cuidadosos en asegurar 
que nuestros resultados “son razonables” o “son aceptables”, 
pero nunca que “soi. cuertos”. El problema está en que nuestra 
intuición geométrica nos puede llevar a resultados descabella- 
dos. Podríamos superar esos inconvenientes si definiéramos 
rigurosamente lo que significa superficie y, en particular, lo 
que significa una superficie “suave” o “de buen comporta- 
miento”. Pero, ¿sería útil ese enfoque si quisiéramos extender 
nuestros métodos a funciones de más de dos variables? 


La solución de nuestras dificultades consiste en abandonar 
por completo las nociones geométricas y basar nuestras ideas 
en unos cuantos axiomas no geométricos. Este será el objetivo 
de la sección de análisis de un curso posterior. Utilizaremos, 
como si en realidad lo fuera, un “andamiaje geométrico”, pero 
lo usaremos únicamente como una guía cuando la construc- 
ción comience en serio. 


74 


MB 15.4.1, 15.4.2 


15.4.2 


Discusión 
* 


No debemos pensar que el razonamiento geométrico ha sido 
una pérdida de tiempo porque, ahora, tenemos una idea muy 
clara de los resultados que quisiéramos demostrar formalmente. 
En el futuro podremos dejar a nuestro razonamiento geométrico 
que nos indique el camino, pero esperamos que vaya seguido 
bien de cerca por un análisis riguroso. 


Quisiéramos dejarle una o dos ideas para que las meditara. ¿Po- 
demos aproximar funciones de dos (o más) variables usando 
un desarrollo de series de Taylor como en el caso de las funcio- 
nes de una variable? ¿Hay algún modo de decidir si un punto 
crítico de una función de dos variables es un punto de silla? 
En general, ¿es posible, en el problema del acueducto, darle 
alguna otra forma a la lámina de metal de modo que se tenga 
una área de la sección trasversal mayor aún que la ya obtenida? 


Reconocimientos 


Se hace un grato reconocimiento a la siguiente fuente por las 
ilustraciones usadas en este texto por correspondencia: 


Mapa, página 43 — tomado de Ordnance Survey Sheet 111, con 
autorización de Controller of H. M. Stationery Office. Crown, de- 
rechos reservados. 
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M 100 — UNIDADES DEL CURSO BASICO DE MATEMATICAS 
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Funciones 

Errores y exactitud 
Operaciones y morfismos 
Diferencias finitas 

NO HAY TEXTO 
Desiguales 

Sucesiones y límites l 
Computación Il 

Integración I 

NO HAY TEXTO 

Lógica 1 — Algebra de Boole 
Diferenciación 1 
Integración II 

Sucesiones y límites II 
Diferenciación II 
Probabilidad y estadística 1 
Lógica II — Prueba 
Probabilidad y estadística II 
Relaciones 

Computación II 
Probabilidad y estadística III 
Algebra lineal 1 

Algebra lineal II 
Ecuaciones diferenciales 1 
NO HAY TEXTO 

Algebra lineal MI 

Números complejos 1 
Algebra lineal IV ' 
Números complejos II 
Grupos I 

Ecuaciones diferenciales II 
NO HAY TEXTO 

Grupos II 

Sistemas numéricos 
Topología 
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